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1 Grundbegriffe und Existenzsitze

FEine gew6hnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung der Gestalt

g(t, x1, 27, ..., $§n), ey Ty Ty s xl(fn)) =0
wobei die Unbekannten die Funktionen x1, ..., x; der reellen Variablen ¢ sind.

Die hochste in der Gleichung auftretende Ableitungsordnung nennt man die
Ordnung der Differentialgleichung.

Tritt die Variable t in der Differentialgleichung nicht explizit auf, so heifit die
Differentialgleichung autonom; Gleichungen der Gestalt

(n) ' (n—1) ’ (n) ’ (n)
xy = f(t, x1, 27, ..., 2 T2, Loy vy Ty g ooy Ty Thy oovy Ty, )

heiflen explizit.

Eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ : M C R — R¥ (M offen) heiBt Lésung
der Differentialgleichung

g(t,wl,x'l,...,ajgn),...,xk, x;,...,xl(fn)):()

auf M, wenn fiir alle t € M gilt:

g(t, o1(t), S1@), ..., @), L er®), Gt), .., o) =0

Jede Losung definiert also eine Kurve (¢, M) in R¥, die sogenannte Losungs-
kurve. Ist M ein Intervall, so spricht man von einer Intervall-L6sung.

Fiir die Losungen einer Differentialgleichung kann man eine Ordnungsrelation
einfiihren vermoge

(o, M) < (¥, N) == MCN A ¢ly=¢

(

Durch die Festsetzung z;; := xij U kann man eine Differentialgleichung n-ter
Ordnung

g(t, xlvxlla"’axgn)7"'7xk7 x;ca7xl(gn)):0

in ein dquivalentes System erster Ordnung

/ ) .
$ij:xi,j+1 ZZl,...,k‘ ]:1,...,7%—1
/ / _
g(t, x11, o T, Ty ooy Thls - ey Thn, Tpy,) =0
transformieren.

Ein Differentialgleichungssystem g¢(t,x,x’) = 0 heifit gekoppelt, wenn es nicht
in voneinander unabhéingige Teilsysteme zerlegt werden kann. Ist das Gegenteil
der Fall, d. h. es existiert eine Auswahl von Koordinaten i1, ..., 4,, von X und ei-
ne Auswahl von Gleichungen ji, ..., jm, sodass die ausgewéhlten Gleichungen



nur die ausgewéhlten Koordinaten enthalten, und die restlichen Gleichungen
nur von den restlichen Koordinaten abhéngen, so nennt man das System ent-
koppelt. Dazwischen liegen die teilweise entkoppelten Systeme, bei denen
eine Auswahl im obigen Sinn existiert, ohne dass fiir die nicht ausgewéhlten
Koordinaten und Gleichungen irgendwelche Voraussetzungen gemacht werden.

Sei h : M C R¥ — R differenzierbar. Dann ist die Festsetzung x = h(y) eine
Variablensubstitution, die das System

g(t,x,x') =0 cR*

in das System
dh
t, h(y), —(y)-y)=0€cR"
g(t, h(y), dy(y) y)=0¢
tiberfiihrt.

Im Falle eine expliziten Systems

x' = f(t,x)
erhélt man
)y = F b))
dy )y =7y
bzw. (sofern die Funktionalmatrix von h invertierbar ist)
dh\ ™,
= — ~f(t,h
/= (%) @) rene)

Interpretiert man ¢ als Parameter, so heifit jede Losungskurve x = ¢(t) einer
Differentialgleichung Trajektorie. Die Menge aller Trajektorien eines Systems
nennt man das Phasenportrait des Systems; der Raum, in dem die Trajekto-
rien liegen, wird Phasenraum genannt.

Das Richtungsfeld expliziter Systeme erster Ordnung ist das durch das System
bestimmte Vektorfeld, das die Tangentenrichtung der Losungskurve angibt.

Einpunktige Trajektorien (die den konstanten Losungen entsprechen) heiflen
auch Gleichgewichtslagen oder stationire Punkte. Sie sind genau die sin-
guldren Punkte des Richtungsfeldes, d. h. jene Punkte x, fiir die fiir alle ¢ gilt:

f(t,x) =0.

Eine Losungskurve eines Differentialgleichungssystems kann entweder in expli-
ziter Form (x = (t)) oder in impliziter Form (G(t,x) = a € R¥) dargestellt
sein. Jede Funktion F : (¢,x) — F(t,x) € R, die als Komponente einer impli-
ziten Losungsdarstellung in Frage kommt (d.h. die fiir jede Losung x = ¢(t)
konstant ist) heifit erstes Integral des Systems.

Das System von Integralgleichungen
¢

pilt) = / filu, p1(w), -, p(w)) du +

to



ist dquivalent zum Differentialgleichungssystem x = f(¢,x) (f stetig) mit ¢; =
Z; (t()).

Jede Vorgabe eines Wertes x(¢p) = ¢ wird Anfangsbedingung genannt. Ein
Differentialgleichungssystem x = f(¢,x) zusammen mit einer Anfangsbedin-
gung x(tp) = ¢ wird als Anfangswertproblem bezeichnet.

FEine gegebene explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung

(n) : (n))

(n) . (n—1) .
) = f(t, w1, B, oo, T, Xy ey By s ey Tk Ty - e, T,

(-1

kann unter der Festsetzung x;; := x; in das dquivalente System erster Ord-

nung
x'lj:xl,jﬂ j:1,...,n—1
x};j:xmﬂ ’i:2,...,k jzl,...,n
xln:f(ta LT11y -+« Tlny 215 « -5 L2415 - -5 Tkl, -"7xk,n+1)

umgewandelt werden. Eine zugehorige Anfangsbedingung bedeutet also die An-

. n—1 . n . n
gabe der Werte von xl,xl,...,xg ),LL‘Q, xQ,...,x;),...,xk, a:k,...,;v,(f)

an der Stelle tg.

1.1 Approximative Lésungen

Hat man ein Anfangswertproblem
x = f(t,x) mit x(tp) =c¢

gegeben, so kann man die zugehorige Losungskurve auf verschiedene Arten ap-
proximieren In allen Féllen wihlt man eine Schrittweite A > 0 und setzt fest:
tj :=to + j - h. Auf [tj_1,t;] versucht man dann, die Losungskurve moglichst
gut durch eine Funktion 1; zu approximieren.

Beim Polgonzugverfahren von Euler-Cauchy wihlt man zur Approxima-
tion das Geradenstiick ausgehend vom Punkt t;_;(¢;—1) mit dem Richtungs-

vektor f(t;—1, ¥j—1(tj—1)):

1/)1(t) = C-+ (t — to) . f(t(), C) auf [to,tl]
Vi (t) = Pi(ty) + (E—t5) - f(t;,05(t5))  auf [tj, t541]

Bei der Approximation durch Taylorpolynome zweiten Grades zieht
man Parabelstiicke, die man aus der Taylorapproximation gewinnt, zur Néhe-
rung heran:

1,[)1((‘,) = C+(t*t0 .

)+ f(to,c) +
L(E=t0) (

)
2) AN *Z ~(to, fi(t0a0)> auf [to, 1]
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Gpa(t) = it + (= 1) F(t05(8)) +

Beim Runge-Kutta-Verfahren approximiert man (wie beim Euler-Cauchy-
Verfahren) durch Polygonziige, allerdings erhilt man die Eckpunkte (t;,v;(t;))
durch Approximation des Integrals in

x(tor) = x(t) + [ (t.x(0) d

Die gebriuchlichste Methode basiert auf der Kepler’schen Fassregel, die liefert:
h h h
x(ti) ~ x(t)+ 5 (F(tox) +4-F(G+5.0x(4+35)) +

1 (4 + o x(ty + h)))
wobei die auf der rechten Seite unbekannten Werte unter Zuhilfenahme von
h h
w1 = f <tj + 5 %ilty) + 5 f(taw ?/)j(tj)))
h h
Virt = f (tj 5 vilt) + 5 Uj+1)
Wj+1 = f(tj + h, l/Jj(tj) + h . Vj+1>
approximiert durch
h h ;41 + v i+1
Porgx(urg)) = B
f(tj + h, X(tj + h)) "W gl
Man erhélt so

Pi(t) = c+g-<f(t0,c)+2u1—|—2v1+w1)

h
Yiri(tien) = ¥t + & (f (tja %‘(ta’)) + 2051+ 2V Wj+1)

Alle diese Verfahren sind jedoch im Allgemeinen nur bei kleiner Schrittweite
und nicht allzu grofien Intervallen um tg brauchbar.



1.2 Existenzsitze

Eine Funktion f : (t,x) — f(t,x) € R¥ erfiillt auf V C R*¥*! eine Lipschitz-
bedingung beziiglich x, wenn es ein A € RT gibt (die sogenannte Lipschitz-
konstante von f beziiglich x), sodass gilt:

1f(Ex) = fEX)[ < A-llx=x] V(tx), (t,x) eV

Diese Eigenschaft besitzen speziell jene Funktionen, deren partielle Ableitungen
nach x beschrénkt bleiben.

Mit dieser Definition erhélt man mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof: Ist die Funk-
tion f : (t,x) — f(t,x) € R¥ auf einer Umgebung V von (t,c) stetig und
erfiillt f dort eine Lipschitzbedingung beziiglich x, so hat das Anfangswertpro-
blem x = f(t,x), x(tp) = ¢ in einer Umgebung von ty genau eine Losung.
Man erhélt auch ein Verfahren zur sukzessiven Approximation der Losung
des Anfangswertproblems x = f(t,x), x(t9) = c mittels

po(t) = c
¢
pna(t) = [ flupn(w)dute
to
deren Konvergenz auf dem Intervall [a, b] um ¢y unter folgenden Voraussetzun-
gen gesichert ist:

(1) f ist stetig auf [a,b] x K,(c) C RF!

(2) f erfiillt auf [a,b] x K,(c) eine Lipschitzbedingung beziiglich x mit Lip-
schitzkonstante \

(3) max(b—tg,to—a)- A <1

1 Ar 1 Ar
@ b—to< 5ol (i +1) A to-a< ol (g + 1)

bzw. einfacher, aber mit groflerer Einschrankung

T 1 M(to,b,C)
b—to < M(to,b,c)+rA — X (1 - M(to,b,c)+r,\> A

r 1 M(a,to,c)
to—a< M(ato,c)+rA — X~ (1 B M(a,to,c)—i-r)\)

wobei M(a,b,c) := max
( (@b.e) = max |f])

Man erhilt folgende Fehlerabschitzung fiir den Fehler beim Ersetzen der
tatséichlichen Losung ¢ durch die k-te Approximationslosung oy:

At =M )

l(t) = r(®)ll < M(to, t,c) - CES]

bzw. einfacher, aber ungenauer

)\k . |t _ to’k+1

_ < [q— D S



Die Funktionen f : [a,b] — R* aus einer Menge M von Funktionen heifien
auf [a,b] gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein von f € M und
t,t € [a,b] unabhéngiges d() > 0 gibt mit

Ilf@t)—f@)| <e VfeM Vttea,b mit|t—1t <de)
Der Satz von Arzela und Ascoli lautet dann, dass eine auf [a, b] gleichméBig

beschrinkte Folge {f,} von auf [a,b] gleichgradig stetigen Funktionen minde-
stens eine auf [a, b] gleichmifig konvergente Teilfolge enthélt.

Mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli kann man dann den Existenzsatz von
Peano beweisen: Ist f eine in einer Umgebung von (¢, c) € R” stetige Funktion
mit Werten in R*, so hat das Anfangswertproblem x = f(¢,x), x(tg) = ¢ in
einer Umgebung von ty mindestens eine Losung.

1.3 Maximale Intervall-Lésungen

Eine Funktion f : X C R¥t! — RF erfiillt auf X eine lokale Lipschitzbedin-
gung beziiglich x, wenn es zu jedem Punkt aus X eine Umgebung gibt, auf
der f eine Lipschitzbedingung beziiglich x erfiillt.

Mit dieser Definition erhélt man, dass jedes Anfangswertproblem x = f(¢,x),
x(tgp) = ¢ mit auf dem Gebiet X stetiger Funktion f und (¢9,c) € X min-
destens eine Losung besitzt, die maximal ist beziiglich I'y C X. Erfiillt f auf
X zusétzlich eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich x, so ist diese maximale
Losung sogar eindeutig.

Jede maximale Losung in X hat ein offenes Definitionsintervall (a, b), wobei fiir
a und b (unabhiingig voneinander) folgende Félle méglich sind:

(1) a = —o0 bzw. b = +0
(2) a bzw. b ist Unbeschrénktheitsstelle der betrachteten Losungsfunktion

(3) die betrachtete Losungskurve (¢, (a,b)) erreicht bei ¢t = a bzw. ¢t = b den
Rand von X

2 Elementare Losungsmethoden

2.1 Direkte Methoden

Eine Differentialgleichung der Gestalt
&= [f(t)-9(z)

kann man durch sogenannte Trennung der Variablen losen und erhalt

/gc(l;:):/f(t)dt—i-c
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sofern é und f Stammfunktionen besitzen.

(2

nennt man Euler-homogen. Diese kann man durch die Substitution y = %
und anschlieBender Trennung der Variablen 16sen:

. f -y / dy
y="—-">—> = Ih|t|l= | ———+c¢
t g fy) —y
Ist f(y) identisch y, so ist die urspriingliche Gleichung & = ¥ direkt durch Tren-

nung der Variablen l3sbar; die Stellen mit f(y) = y miissen jedoch gesondert
untersucht werden.

Gleichungen der Gestalt

Differentialgleichungen der Gestalt
) ( at +bx + ¢ )
t=f|l————
at + fx +y

konnen auch immer auf die folgende Art gelost werden:

a b
1. Fall: det( o B > £ 0:

Substitution t = u+p, r = v+ ¢ (p und ¢ so gewihlt, dass die konstanten
Glieder wegfallen) liefert die Euler-homogene Gestalt

au v b-
=1 (Gm) =7 (557

clelgle

2. Fall: b=03=0
Losen durch Trennung der Variablen

3. Fall: a =a=0

Losen durch Trennung der Variablen

4. Fall: sonst
Substitution y = at 4+ Bz liefert die Gleichung

)\y+c>
Y+

j=a+pf (
die man durch Trennung der Variablen 16sen kann.

Eine Differentialgleichung der Gestalt
T =ua(t) x4+ bt)

wird lineare Differentialgleichung genannt. Ist b(¢) = 0, so spricht man von
einer homogenen, andernfalls von einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung. Die Funktionen a(t) bzw. b(t) heiflen Koeffizient bzw. Stérfunk-
tion oder Inhomogenitét.



Ist I das maximale Stetigkeitsintervall von ¢ und b um #g, so hat das Anfangs-
wertproblem
& =a(t)-z+0b(t), x(to)=c

in I x R genau eine maximale Intervall-Losung, die auf ganz I definiert ist.

Homogene lineare Differentialgleichungen kann man stets durch Trennung der

Variablen losen:

x:a(t)fﬂ = j]j:c.efa(t)dt

Hat man eine inhomogene lineare Differentialgleichung
& =a(t) -z + b(t)

zu l6sen, so bestimmt man zunéchst die allgemeine Losung xj; der zugehori-
gen homogenen linearen Differentialgleichung und addiert sodann eine spezielle
Lésung z;, (eine sogenannte partikuléire Lésung) der inhomogenen Gleichung.

Fine partikuldre Losung kann iiber die Methode der Variation der Kon-
stanten gefunden werden:

Der Ansatz z, = c(t) - x5, = c(t) - e “® 4 Jiefert (durch Einsetzen in
die inhomogene Gleichung) die Gleichung

. b(t)
) = TFama

fiir ¢(t), aus der man ¢(t) (und damit z,) berechnen kann.

Differentialgleichungen der Gestalt
& =g(t) -+ h(t)-2*

werden Bernoulli-Differentialgleichungen genannt. Diese sind durch die
Substitution ¥ = 2'~* in eine lineare Differentialgleichung

y=00=s)- 2= 1-5)-gt) y+(1—s) h(t)

transformierbar. Fiir positives s erhédlt man (auer den Losungen der linearen
Differentialgleichung) auch noch die Losung = = 0.

Gleichungen der Gestalt
@ =g(t) -z +h(t) 2%+ k)

heilen Riccati-Differentialgleichungen. Diese sind jedoch im Allgemeinen
nicht elementar 16sbar. ,Errdt* man allerdings eine spezielle Losung ¢ (t), so
erhilt man alle Losungen, indem man ¢ zu den Losungen der Bernoulli-Differen-
tialgleichung

5= (900 +26(0h(1)) -y + h(t) - 2
addiert.



2.2 Parametrisierung

Hat ¢ an jeder Stelle einer Losungskurve der Differentialgleichung g(x, y,y’) = 0
einen anderen Wert, so kann man fiir eine Durchlaufung dieser Kurve 3/ als
Parameter wihlen. Mit dem Ansatz ¢’ = p, = z(p) und y = y(p) erhélt man
schliefflich

, , yap) p-(p)
o d(p) + 52 -9(p) + 57 0
bzw. 5
_ 99
6 !
i) = 55— (20), y(v), p)
8x+p dy
—p- 809/
o) = 55— (), y(), p)
9z TP 5y

Tritt in der Gleichung fiir (p) die Funktion y(p) nicht explizit auf, so ist diese
Gleichung eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung fiir z:(p), aus deren
Losung man durch g(p) = p - #(p) mittels Integration y(p) gewinnt (analog mit
vertauschten Rollen).

Im Allgemeinen werden so allerdings nicht alle Losungen erfasst.

Bei Gleichungen des Typs

y=flz,y) baw.  x=f(y,y)

erhilt man
of p- of
. oy’ . oy’
x(p) = yaf (95, p) bzw. y(p) = yaf (y, p)
P 5y L=p -5y,

wobei Z(p) bzw. y(p) jeweils nur von p und z(p) bzw. y(p) anhéingen.

Spezialfille dieser Art von Gleichungen sind:

(1) =z = f(v'), was zum System

mit der Losung

r = f(p)
y = /p-f(p)dp+c

fithrt.
Man erhilt so sogar alle Lésungen.



(2) y=2y +g(y) (Clairaut-Differentialgleichungen):
Man erhilt das System

yp) = p-zp) +9p)
y(p) = p-i(p)

was (falls g(p) nicht die Gestalt ap + (3 hat) zur Losung

z(p) = —4g(p)
y(P) = —p-9(p)+9(p)

fithrt. Dariiber hinaus sind alle Geraden y = cx + g(c¢) Losungskurven.

Durch Zusammensetzen von Teilen dieser Losungskurven erhédlt man alle
Losungen.

B) y=z-f(y)+g9(y) (D’Alembert-Differentialgleichungen):
Man erhilt das System

yp) = f(p) z(p)+9(p)
y(p) = p-2(p)

was (fiir f(p) # p) zur linearen Differentialgleichung

fithrt. Ist an einer Stelle py f(po) = po, so gewinnt man die Gerade y =
pox + g(po) als Losungskurve. In diesem Fall konnen weitere Losungen
existieren, allerdings keine Geraden.

Durch die Festsetzung 4(¢) = p(x) erhilt man aus der autonomen Differential-
gleichung

g(z, &, ..., 2%y =0 (Ordnung k)
die (nicht autonome) Gleichung
g(z, p, p'p, P'p+p> ...) =0 (Ordnung k — 1)

Kann man daraus p(z) bestimmen, so erhélt man durch Trennung der Variablen
die implizite Losungsdarstellung

t:/pcgi)—i-c

Mit diesem Verfahren werden allerdings nur streng monotone Losungen erfisst.
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2.3 Exakte Differentialgleichungen

Differentialgleichungen der Gestalt

al(x)j:1 +.oo.ta(x)r =0

bzw.
ar(x)dry + ...+ ag(x)dxr =0
k
heiflen exakt, wenn die zugehorige Differentialform ) a;(x) dz; eine Stamm-
i=1

funktion hat.

Die Trajektorien einer derartigen Differentialgleichung erfiillen die Gleichung
F(z1,...,xx) = ¢, wobei F' eine Stammfunktion der Differentialform w(x) =
Zle a;(x) dx; ist, und ¢ gewissen Einschrinkungen unterworfen sein kann.

Jedes System von k — 1 exakten Differentialgleichungen liefert auf diese Weise
eine implizite Darstellung der Trajektorie, sofern die Koeffizientenfunktionen
der Gleichung stetig und ihre Matrix vollen Rang (k — 1) hat.

Sind die Koeffizientenfunktionen a;(x) stetig differenzierbar, so ist eine Glei-
chung der obigen Gestalt genau dann exakt, wenn dw = 0 ist, d.h. wenn die
Integrabilitidtsbedingungen gg]i (x) = %(x) (1 <i<j<k) gelten.

j 7

Hat man nun eine nicht exakte Differentialgleichung
ar(x)dry + ...+ ag(x)dxr =0

gegeben, so kann man versuchen, diese durch Multiplikation mit einer Funktion
M (x) exakt zu machen. Jede Funktion M (x), die das leistet, nennt man einen
integrierenden Faktor oder Euler-Multiplikator.

Ist M (x) ein integrierender Faktor, so sind die Losungen der erhaltenen exakten
Differentialgleichung

M(x)-ai(x)dxy+ ...+ M(x) - ap(x)dxy =0

entweder Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung oder Nullstellen
von M (x) (oder beides). Man erhélt sogar alle Losungen der urspriinglichen
Differentialgleichung mit Ausnahme jener, fiir die M (x) nicht definiert ist (falls
solche iiberhaupt existieren).

Das Suchen von integrierenden Faktoren ist jedoch meist ein eher miihseliges
Unterfangen, weshalb man iiblicherweise Faktoren spezieller Gestalt heran-
zieht:

(1) M (;):
Man erhélt iiber die Integrabilitéitsbedingung

0a; 0aj
M (z;) B oa; (x) — oz, (x) »
eydei= | i

In |M(z;)| :/ 7 dx; = ™)
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wobei ein derartiger integrierender Faktor nur dann existiert, wenn der
rechts stehende Integrand fiir alle j # i gleich ist und nur von z; abhéngt.
AuBerdem miissen alle Integrabilitéitsbedingungen, bei denen nicht nach
x; differenziert wird, bereits von vornherein erfiillt sein.

(2) M(f(z1,...,ok)):
In diesem Fall nimmt man fiir die Funktion f eine spezielle Gestalt (z. B.
flxy,...,xx) =21+ ... +xp oder f(x1,...,25) =1 -... 7)) und erhélt
aus den Integrabilitdtsbedingungen

Oa; 8a3
M’Of_ 9z,  Ou
M 7T Of . 9f

oz, Y T Da; W

(sofern die rechte Seite fiir alle Paare (7,7) mit ¢ # j gleich ist und die
Gestalt G(f(x1,...,7x)) hat)

In | M(2)] _/]‘]é'(z)dz_/e(z) dz

Hat man ein autonomes System x = f(x) gegeben, so erhilt man daraus ein
System von Differentialgleichungen der Form

fi(x) dxj — fi(x)dx; =0

zu denen man (sofern die Gleichungen exakt sind oder sich durch Multiplikation
mit einem integrierenden Faktor exakt machen lassen) ein erstes Integral F
finden kann, das dann auch ein erstes Integral des Systems x = f(x) ist (d.h.
F(x) = c ist eine Gleichung fiir dessen Trajektorien).

2.4 Differentialgleichungen und Kurvenscharen

Ordnet man gewissen Parameterwerten a € R™ jeweils eine Kurve in R zu,
so erhélt man eine m-parametrige Kurvenschar, die beispielsweise mittels der
Durchlaufung

x = f(t,a)

k m
bzw. F(t,x,a)=0¢c RF zeR, teR acR

oder in der impliziten Form
F(x,a)=0ecR¥! zecRF aecR™

beschrieben werden kann.

Eine Differentialgleichung, fiir die sémtliche Kurven einer gegebenen Kurven-
schar Losungskurven (im Falle einer Schar in Durchlaufungsform) bzw. Trajek-
torien (im Fall einer implizit definierten Schar) sind, heifit Differentialglei-
chung einer Kurvenschar.
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Ist die Kurvenschar durch F(¢,x,a) = 0 € R¥ gegeben, so erhilt man die Diffe-
rentialgleichung der Schar durch Elimination von a aus dem Gleichungssystem

Fi(t,x,a)=0
o F,

o Zzl,,k’

k
ati (t,x, a) + Zl
]:

O F; . _
832 (t,x,a) x]<t) =0

bzw. im Fall einer impliziten Schar F(x,a) = 0 € R*~! durch Elimination von
a aus dem System

Kurven, lings derer das Richtungsfeld einer Differentialgleichung konstant ist,
nennt man Isokline. Bei Gleichungen der Form F(t,x,%) = 0 € R (t € R,
x € R¥) sind sie implizit definiert durch F(t,x,a) = 0 € R¥; bei expliziten
Differentialgleichungen %X = f(t,x) konnen sie durch f(t,x) = a beschrieben
werden.

Hat man eine Kurvenschar gegeben, so nennt man alle Kurven, die an jedem
Schnittpunkt mit einer Scharkurve zu dieser orthogonal sind (d. h. die Tangen-
te in diesem Punkt steht normal auf die Tangente der Scharkurve in diesem
Punkt), orthogonale Trajektorien.

Hat eine Differentialgleichung einer Kurvenschar noch weitere Losungen aufler
den Scharkurven, so haben diese an jedem Schnittpunkt mit einer Scharkurve
dieselbe Tangente, d. h. die beiden Kurven beriihren einander.

Beriihrt eine Kurve K in jedem ihrer Punkte mindestens eine von K verschiede-
ne Scharkurve, und beriihrt K auBerdem jede Scharkurve (zumindest in einem
Punkt), so heifit K Einhiillende der Kurvenschar.

Jede Einhiillende einer Lésungsschar einer Differentialgleichung (oder einer Teil-
schar davon) ist ebenfalls eine Losungskurve der Differentialgleichung; dasselbe
gilt fiir alle aus Teilen von Scharkurven und Teilen der Einhiillenden zusam-
mengesetzten differenzierbaren Kurven.

Sofern die Kurvenschar bereits ein ganzes Gebiet G ausfiillt, sind dies sogar alle
Losungskurven der Differentialgleichung in G.

Hat man nun eine (k — 1)-parametrige Kurvenschar F(x,a) = 0 € R*~! gege-
ben, so erhélt man (sofern F stetig differenzierbar ist)

F(x,a) = 0cRM!

oF
det 8—a(x,a) =0

als notwendige Bedingung fiir die Einhiillende, was durch Elimination von a
bzw. Darstellung von x als Funktion von a eine Gleichung bzw. eine Durchlau-
fungsdarstellung, der die Punkte der Einhiillenden geniigen, liefert.
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Im Fall £ > 2 erhélt man so allerdings nur eine Hyperfliche, auf der die
Einhiillende (sofern sie iiberhaupt existiert) liegen muss. Nur fir £ = 2 lie-
fert das eine implizite Darstellung bzw. eine Durchlaufung einer Kurve, auf der
die Punkte der Einhiillenden der Schar (bzw. einer Teilschar) sowie die sin-
guldren Punkte (z,y) der Darstellung (d.h. Punkte mit g—f(fv,y,a) = 0 und
%(x,y,a) = 0) liegen. Diese singuldren Punkte kénnten nun ebenfalls zur
Einhiillenden gehoéren, miissen allerdings nicht. Dies muss jeweils im konkreten
Fall entschieden werden; fiir die Bestimmung der (Halb-) Tangentenrichtung in
singuldren Punkten sei hierbei auf Analysis III verwiesen.

3 Lineare Differentialgleichungen

3.1 Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Systeme der Gestalt
x = A(t) -x+ b(t)

heilen Systeme linearer Differentialgleichungen (erster Ordnung).

Analog zum eindimensionalen Fall wird die (im Allgemeinen von ¢ abhingige)
Matrix A Koeffizientenmatrix und die Funktion b die Stérfunktion oder
Inhomogenitit des Systems genannt. Ebenso spricht man von einem homo-
genen System, sofern b die Nullfunktion ist, sonst von einem inhomogenen
System.

Das Anfangswertproblem x = A(t) - x + b(t), x(tg) = ¢ hat auf I x R¥ (I
ist das maximale Stetigkeitsintervall von A(t) und b(¢) um ¢p) eine eindeutig
bestimmte maximale Intervall-Losung.

Fiir k Funktionen o), ..., @) von I (I Intervall) nach R* wird die Matrix mit
den Spalten (1), ..., pr) Wronski-Matrix und ihre Determinante Wronski-
Determinante genannt.

Sei A(t) eine k x k-Matrix von auf I (I Intervall) stetigen Funktionen. Die
Losungen des Differentialgleichungssystems x = A(t) - x bilden dann einen k-
dimensionalen Vektorraum L([).

Fiir die Wronski-Determinante D(t) von ¢y, ..., ¢u) € L(I) gilt dann:

(1) D(t) = D(tg) - exp <j:(sp A)(u) du) Vitg,t el

to
(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) @@y, ---» P(k) bilden eine Losungsbasis
(b) D(to) #0 fireintyel
(¢c) D(t)#£0 Vtel
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Hat man eine Losungsbasis des Systems x = A(t) - x gefunden, so lautet die
Losung des zugehorigen Anfangswertproblems x(ty) = ¢

wobei W (t) die Wronski-Matrix der Losungsbasis bezeichnet.

Das Reduktionsverfahren von D’Alembert hilft bei der Suche nach Lo-
sungsbasen von linearen Differentialgleichungssystemen x = A(t) - x fiir k£ > 1:

Hat man eine (von der Nullfunktion verschiedene) Losung x = ¢(t) gefunden,
so kann man jede weitere Losung v (t) darstellen durch v (t) = ¢(t) - p(t) + 7(¢)
mit ¢(t) € R und 7 : I — RE.

Sei nun 0. B.d. A. ¢1(¢) # 0, so setzt man c(t) := zigg, was 71 = 0 liefert. Durch
Einsetzten von ¢ (t) = ¢(t)-¢(t)+7(t) in die urspriingliche Gleichung erhélt man
(durch Betrachten der ersten Komponente) eine Gleichung fiir ¢(t), woraus man

(durch Einsetzen in die anderen Komponenten) schlielich ein lineares Differen-

tialgleichungssystem fiir 7o, ..., 7% (d.h. mit niedrigerer Dimension) erhlt.
Kann man nun eine Losungsbasis 7(y), ..., T(x—1) des neuen Systems finden, so
bildet

p(t), cy(t) - (t) + 70y (B), -5 ce—1)(E) - (1) + (1) (¢)

eine Losungsbasis des urspriinglichen Systems.

Inhomogene Systeme 16st man analog zum eindimensionalen Fall: Man erhélt
alle Losungen von x = A(t)-x+b(t), indem man zu einer beliebigen Losung des
inhomogenen Systems die allgemeine Losung des homogenen Systems addiert.
Eine partikulire Losung liefert hier wieder die Variation der Konstanten:
Ist W (t) die Wronski-Matrix einer Losungsbasis des homogenen Systems, so
liefert Einsetzen von ¢(t) = W (t)-o(t) in das inhomogene System die Gleichung
o(t) = [W~(t)-b(t) dt und damit x, = W(t)- [ W=1(t) - b(t) dt bzw. (sofern
b(t) das homogene System 16st) x, =t - b(t).

Die Losung des Anfangswertproblems

x = A(t) - x+ b(t), x(tg) = ¢

lautet also

o) = W(T) - W=(to) - ¢ + W (1) - /W—l(u) “b(u) du

to

Sind alle Koeffizientenfunktionen von A(t) und b(¢) auf einem Intervall I um
tp in Potenzreihen entwickelbar, so kann man auch die Potenzreihenmetho-
de zur Losung eines Anfangswertproblems heranziehen: Man setzt alle Kom-
ponenten der Losungsfunktion ¢ unbestimmt als Potenzreihe an, setzt in die
Differentialgleichungen ein und versucht, die unbekannten Koeffizienten durch
Koeffizientenvergleich zu bestimmen.
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3.2 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Eine Gleichung der Gestalt
an(t) - 2™ 4 a, 1 (t) - Y 4 fag(t) @+ ao(t) -z = b(t)

nennt man lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Durch die Fest-
setzung x; = 21 (i =1, ..., n) kann diese in ein dquivalentes System erster
Ordnung transformiert werden, fiir das dann die Theorie aus Abschnitt 3.1 zur
Anwendung kommen kann. Durch die spezielle Gestalt der Gleichungen ergeben
sich jedoch einige Vereinfachungen:

Die Wronski-Matrix einer Lésungsbasis 1 (1), ..., ¥(,) hat die Gestalt
) LAC) AR ()
() Py T P
(n—1)  (n—1) o (n—1)
Yo e Pn)

und wird Wronski-Matrix n-ter Ordnung, ihre Determinante Wronski-
Determinante n-ter Ordnung genannt.

Das Reduktionsverfahren wird im Allgemeinen ein bisschen verdndert, da
das Verfahren von D’Alembert unter Umstéinden kein (entsprechend einfaches)
zu einem System (n — 1)-ter Ordnung dquivalentes Differentialgleichungssystem
liefern wird und damit unnotig kompliziert ist. Man sucht weiterhin eine Lésung
¢ der (homogenen) Gleichung

2™ 4 a, () -2V 4+ 4 ai(t) i +agt) x=0

und stellt anschlieBend jede weiter Losung ¢ durch ¢ (t) = %-g@(t) =o(t)-p(t)
dar und setzt in das urspriingliche Gleichungssystem ein, was dann

n

Z Zaz‘(t) . <;> .(P(i—j)(t) -a(j)(t) —0

j=1 \i=j

bzw. durch die Festsetzung 7 = & die lineare Differentialgleichung (n — 1)-ter
Ordnung

3 Zai(t)'(;>‘90(ij)(t) Dy = 0

i=1 \i=j
fiir 7 liefert. Kann man nun eine Lésungsbasis 7, ..., 7,—1 finden, so berechnet
man daraus oy, ..., o,—1 und erhélt ¢, o1 - ¢, ..., op—1 - ¢ als Losungsbasis

des urspriinglichen Systems.
Ist ¥(1), ..., P(n) eine Losungsbasis des homogenen Systems, so liefert die Va-
riation der Konstanten die partikuldre Losung

n

@(t) = Zdz’(t) ey (t)

=1
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wobei die Koeffizienten o; entweder aus der Gleichung
W(t)-o(t)=(0 --- 0 b(t))"

oder iiber die Formel

(=1)™*" - b(t) - Di(t)
D(t)

o;i(t) =

bestimmt werden, wobei D;(t) die Wronski-Determinante (n — 1)-ter Ordnung
von Y1y, -« Yi—1)s Yig1)s - -5 Y st

Die Potenzreihenmethode vereinfacht sich dahingehend, dass nur noch eine
einzige Potenzreihe — jene fiir x — unbestimmt anzusetzen ist.

3.3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Man kann mit Hilfe der Matrizenexponentialfunktion
B __ — B"
€= n!
= n!

mit den Rechenregeln

eAtB — A . B = ¢B . 4 (sofern A- B =B - A)

THAT _ -1 A

Q)

(1)
(2)
(3) ed-e 4 = E, d.h. e/ ist regulir VA € K™*"
(4)
(5)

B-e*=¢4.B (sofern A-B=B-A)

die Losung x = ¢(t) des Anfangswertproblems x = A-x, x(t9) = ¢ bestimmen:

X = e(t_to)'A .C = etA . e_tOA .c
——
=x(0)

Das Anfangswertproblem x = A - x, x(tp) = c ist also dquivalent zum An-
fangswertproblem x = A - x, x(0) = e~ %4 . ¢. Der Ubergang vom Anfangswert
x(tg) = ¢ auf x(0) = ¢ erfolgt durch Multiplikation der Lésung mit der Uber-

gangsmatrix e,

Indem man e %04 . ¢ eine Basis von R¥ — speziell die kanonische Basis — durch-

laufen lisst, stellt man fest, dass man die Spalten von e*4 als Losungsbasis des
(homogenen) Systems x = A - x verwenden kann.

Stellt man nun Uberlegungen zur linearen Variablentransformation an, so kann
man zeigen, dass auch die Spalten von 7T - ¢!/ eine Losungsbasis bilden, wobei
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J die Jordan-Normalform von A und T' die zugehorige Transformationsmatrix
(A=T-J-T71) ist.

Damit reduziert sich das Problem der Berechnung von e’ auf Matrizen J in
Jordan-Normalform, wobei man sich hier wiederum auf die einzelnen Jordan-
Késtchen konzentrieren kann:

Ist J von der Gestalt
J =diag (B, ..., By)
wobei B; (i =1, ..., n) Jordan-Késtchen der GroBe p; sind, so gilt:
et = diag (!5, ..., €!Pr)

.
mit

(1) Ist B; = diag (A, ..., A), so gilt:

Bi _ 1 A Ay A
e'Pi = diag (e, ..., M) =M - B,
Al 0
(2) Ist B; = O A , so gilt:
Lo
0 0 A
t2 tPi—1
Lt 5 o o
0 :
tBl':e)\t ﬁ
2
;
0 0 1

Die Basis des reellen Losungsraumes des (homogenen) Systems x = A -x erhilt
man dann, indem man Real- und Imaginirteil des Spalten der Matrix T - e*/
trennt.

Man kann zur Berechnung der reellen Losungsbasis auch die reelle Jordan-
Normalform heranziehen: Hat die Matrix A r reelle und 2s komplexe Eigenwer-
te, so betrachtet man die ersten r + s Spalten der Matrix

ReT —ImT . Reet! —Im et
ImT ReT Ime’  Reet’

Die Realteile (=,obere Hilften“) und die von O verschiedenen Imaginérteile
(=,,untere Hélften*) bilden dann die (reelle) Losungsbasis.

Hat man ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem x = A - x mit
singuldrer Matrix A gegeben, so bestimmt man zuerst eine nichttriviale Losung
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c des linearen Gleichungssystems A - x = 0, die gleichzeitig auch eine nichttri-
viale konstante Losung des Differentialgleichungssystems ist. SchliefSlich wendet
man das D’Alembert-Reduktionsverfahren an, dass ein System mit konstanten
Koeffizienten niedrigerer Ordnung liefert.

Hat man ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem x = A-x+b(t)
gegeben, so erhilt man eine partikuldre Losung mittels

©p(t) :T-e”-/e_”-T_l-b(t) dt

wobei J wieder die Jordan-Normalform von A und T' die zugehorige Transfor-
mationsmatrix bezeichne.

Oft ist es jedoch auch giinstig, b(¢) als Linearkombination von Funktionen
verschiedener ,,Bauart®“ aufzufassen:

!
b(t) =Y aj-b;(t)
j=1

Kann man némlich eine partikuldre Losung ¢(;) von x = A - x + bj;(t) finden,
so ist

l
p(t) =D ;)
j=1

eine partikulidre Losung des urspriinglichen Systems.
Man erhélt folgende Tabelle:

b(t) ‘ Partikulidre Lésung von & = A - x + b(t)
e’ c e (o1, ..., oF) falls a nicht Eigenwert von A ist
wobei: p;(t) Polynom, [p;] <n
tm - t), ... t ’
¢ (Pr(®) - P(t) falls 0 nicht Eigenwert von A ist

siat - ¢ sinat- & 4+ cosat -7  falls a - i nicht Eigenwert von A ist
cosat-c
sinhat - ¢ sinhat - & + cosh at - 7 falls we?der a noch —a Eigenwert
coshat - ¢ von A ist

3.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Fiir derartige Differentialgleichungen
2™+, ':L‘(”_l)+...+a1-a‘c—i—ao-x:b(t)

kann natiirlich auch die Theorie aus Abschnitt 3.3 angewandt werden, allerdings
ergeben sich wieder einige Vereinfachungen:
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

1
"+ an_1-2" +...4+a-x+ag
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und (wenn \; die Nullstellen mit Vielfachheit v; bezeichnen)

eAjt, t- 6)\jt, el tvjfl . €>\jt

eine (komplexe) Losungsbasis der homogenen Gleichung. Eine reelle Losungs-
basis wird von den Funktionen

Nt oMt el et (Aj reell)
(ReX)t . cos(Im \j)t 91 e(BeAt . cos(Im )t
e cos(ImAj)t, ..., e COS{LTN A .
e(Re )\j)t . Sin([m A])t, el t’Ujfl . e(Re /\j)t . Sin(Im )\])t (>\] kOmpleX)
gebildet.

Oft hilft bei inhomogenen Gleichungen der Exponentialansatz weiter: Eine
inhomogene Gleichung der Gestalt

2™ a2 4 pay g tag-x=p(t) - et (p(t) Polynom)
hat eine Losung der Gestalt
V- q(t) - e (q(t) Polynom mit [¢] < [p])

wobei v die Vielfachheit von ¢ als Nullstelle des zugehorigen charakteristischen
Polynoms ist.

Ist b(t) der Real- bzw. Imaginirteil von p(t) - e, so ist entsprechend der Real-
bzw. Imaginiirteil von t¥ - q(t) - e eine partikulire Losung.

3.5 Die Methode der Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformierte einer Funktion f ist definiert als

o0

£(f)(u) = / e () dt

0

Existieren £(f), ..., L(f™), so gilt:
LOFM)(w) = u" L(F)(u) —u" f0) =u" 2 f(0) = —us F72(0) = f7D(0)

Fiir genauere Informationen iiber die Laplace-Transformation sei auf Analysis
IIT verwiesen.

Hat man nun das Anfangswertproblem x = A -x + b(t), x(0) = ¢ gegeben,
wobei A eine Matrix mit konstanten Koeffizienten ist, so erhilt man durch
Anwendung der Laplace-Transformation

(u-E—A)- L(p)(u) = L(b)(u) + ¢
als Gleichungssystem fiir die Laplace-Transformierte der Losungsfunktion ¢.
Hat man das Anfangswertproblem
™ fan_ 2"V 4+ 4ay i+ a-x=b(t)
2(0) = ¢, (0) =ca, ..., 2"V (0) = ¢,
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gegeben, so erhilt man durch Anwendung der Laplace-Transformation
(U™ + ap_1-u" 4 g u+ag) - L()(uw) =
LO)(w)+er-u" (o4 ap1-c1) - u" 4. +
+(en+an-1-cp1+...+az-coa+as-cy)
als Gleichungssystem fiir die Laplace-Transformierte der Losungsfunktion .

Die Anwendung der Laplace-Transformation auf die lineare Differentialglei-
chung
2™+, ':U("_l)+...+a1-J‘U—i—ao-x:b(t)
n-ter Ordnung mit Polynomkoeffizienten vom Grad kleiner oder gleich k liefert
— unter Beachtung der Formel
dk
L5 P)u) = (=1~ L(f)(u)
— eine lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung mit Polynomkoeffizienten
vom Grad kleiner oder gleich n.

Die folgende Tabelle bietet eine Uberblick iiber die Laplace-Transformierte der
wichtigsten Funktionen:

f(t) L(£)(u)
1 1 (u>0)
t" L (u>0,neN)
L (t>0) vz (u>0)
F(la) ol 4 (u>0,a>0)
e~ o (u> —a)
— —a n—1)!
tn—l.e-at ((u+j))n (u> —a, n € N)
sin at UQiaZ
cos at UQiaz
sinh at T (u>lal)
cosh at ey (u > al)
sinat arctan (u>0)
sinhaf In ,/4ta (u>lal)
Xla,00) (t) % nem (u >0,a> 0)
Pt =) Xuso) (8) | € L(F)(w) (a>0)
e f) | L)t a)

3.6 Lineare Randwertprobleme
Man kann an die Losungen eines Systems von Differentialgleichungen auch an-

dere Anforderungen stellen als eine Anfangsbedingung und erhélt so eine so-
genannte Randbedingung. Jedes Differentialgleichungssystem zusammen mit
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einer Randbedingung nennt man Randwertproblem. Randbedingungen fiir
genau zwei Werte «, 8 heiflen Zweipunkt-Randwertprobleme. Ein linea-
res Zweipunkt-Randwertproblem ist schliellich ein lineares Differential-
gleichungssystem x = A-x+b(t) gemeinsam mit einer linearen Randbedingung
C-x(a)+ D-x(8) = c, wobei C' und D quadratische Matrizen sind.

Hat man das lineare Zweipunkt-Randwertproblem
x=A-x+b(t), C-x(a)+D-x(8)=c

gegeben, und ist ¢ (t) = W (t)- o+ pp(t) die allgemeine Losung des Differential-
gleichungssystems, so sind genau jene Losungen auch Losungen des Zweipunkt-
Randwertproblems, deren Koeffizientenvektor o das lineare Gleichungssystem

R(W)-0=c—(C-pp(a) + D - pp(5))

erfiillt, wobei R(W) = C - W(a) + D - W([3) ist. Diese Losung ist genau dann
eindeutig, wenn R(W) fiir eine (oder dquivalent: jede) Losungsbasis regulér ist.
Ist R(W) singulér, und ist der Rang von R(W) derselbe wie der der Matrix, die
durch Kombination von R(W) und ¢ — (C - ¢p(a) + D - ¢,(5)) entsteht, dann
gibt es unendlich viele Losungen. Andernfalls ist das Problem unltsbar.

Im Fall der eindeutigen Losbarkeit kann man die Losungsfunktion ¢(t) des
linearen Zweipunkt-Randwertproblems

x=A-x+b(t), C-x(a)+D-x(f) =c
mit Hilfe der Green-Matrix
G(t,u):==W(t) - (2(t,u) - E—RW)™ - D-W(B)) - W (u)

beschreiben:
B
o) =W(t)-R(W)™ ¢ +/G(t,u) b (u) du

Dabei ist z(t,u) wie folgt definiert:

1 agu<t<Lp
z(t’“)_{ 0 a<t<u<p

Fiir lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung lésst sich obige Theorie
natiirlich auch anwenden, allerdings ergibt sich aufgrund der speziellen Gestalt,
dass nur das letzte Element der ersten Zeile der Green-Matrix, die sogenannte
Green-Funktion I'(¢,u), die auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig ist,
benotigt wird. Die Losung ¢(t) eines eindeutig losbaren linearen Zweipunkt-
Randwertproblems k-ter Ordnung

2® pap 2%V taitar = b(t)
T x
c @+p-| : |® = c
(k1) (k1)
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lautet dann:

B
o(t) = /T(t, u) - b(t) du + erste Komponente von W (t) - R(W)™! - ¢

Ein Spezialfall sind die Sturm-Randwertprobleme, das sind Probleme der
Gestalt

E4ai(t)-z+ap(t)-x = b(t)
c1-x(a) + ¢z - ()

di-x(B) +da-2(B) =

die auch héufig in der Form

d

ﬁ(p(t) &) +q(t) -z =0b(t) (p>0)

geschrieben werden.

4 Stabilitit

Man nennt zwei Anfangswertprobleme %X = f(¢,x), x(t;) = ¢ und % = g(¢,x),
x(to) = d auf dem Gebiet G benachbart, wenn es (in der Regel kleine) reelle
Zahlen «, 3,0 gibt, sodass gilt:

(1) fto —t5] <«
(2) le—d<p

(3) If(t,x) —g(t,x)|| <6 aufG

Das Lemma von Gronwall besagt, dass fiir
t
0<h(t) <wv(t)+ /w(u) - h(u) du
to

mit w(u) > 0 fir ¢t > g gilt:

h(t) <wo(t)+ /v(u) ~w(u) - e W w(m)dr gy,

to

Mit dieser Hilfe kann man fiir benachbarte Anfangswertprobleme wie oben mit
den zusétzlichen Voraussetzungen

@) lfE&x) <M V(tx)eG
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(5) f erfiillt auf G eine Lipschitzbedingung beziiglich x mit der Lipschitzkon-
stanten A

die Differenz zweier Losungen ¢ (t) des ersten bzw. 1(t) des zweiten Anfangs-
wertproblems abschétzen:

[t—to|
lo(t) — (@) < (M -a+ ) - eMtol 4. / AU g

bzw. grober

lp(t) =) < (M- -a+B8+06-|t—to) - N lt=tol

Fiir eine an po beziiglich (t,x) € G C RFf! gleichmiBig stetige Funktion
p — f(t,x,p), wobei f(t,x,po) noch eine Lipschitzbedingung beziiglich x
erfiillen moge, konvergieren die Losungen ¢, des Anfangswertproblems x =
f(t,x,p), x(to) = c gegen die (eindeutig bestimmte) Losung ¢p, des An-
fangswertproblems x = f(¢,x,po), x(tg) = c. Auf jedem kompakten Teil des
gemeinsamen Definitionsbereiches ist diese Konvergenz sogar gleichméfig.

4.1 Ljapunow-Stabilitéit

Eine auf [a, c0) definierte Losung ¢ des Systems ¢(¢,x,%x) = 0 heifit stabil (im
Sinn von Ljapunow) auf [a,c0), wenn es zu jedem ty € [a,00) und € > 0 ein
d(e,to) gibt, sodass fiir ||¢(to) — c|| < d(e, to) gilt:

(1) Alle maximalen Intervall-Losungen des Anfangswertproblems g(¢,x,%) =
0, x(t9) = c sind zumindest auf [tg, c0) definiert.

(2) Fiir jede dieser Losungen 1 gilt:

le(t) =)l <e Viz=to

Eine Losung ¢ wie oben heifit attraktiv auf [a,c0), wenn es zu jedem ty €
[a, 00) ein y(tg) > 0 gibt, sodass fiir ||p(tg) — c|| < v(to) gilt:

(1) Alle maximalen Intervall-Losungen des Anfangswertproblems g(¢,x,%) =
0, x(t9p) = c sind zumindest auf [a,00) definiert.

(2) Fiir jede dieser Losungen ¢ gilt:

Tim [Jp(t) — (1) =0
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Ist eine Losung ¢ zugleich stabil und attraktiv auf [a,c0], so sagt man, ¢ sei
asymptotisch stabil auf [a, o0).

Ist eine Losung ¢ stabil bzw. attraktiv bzw. asymptotisch stabil auf [a,c0)
fiir alle a innerhalb des maximalen Definitionsbereiches, so heifit ¢ stabil bzw.
attraktiv bzw. asymptotisch stabil fiir ¢ — oc.

Ist ¢ eine auf [a, c0) stabile Losung von g(t,x,x) = 0, so konvergieren fiir jedes
to € [a,00) die Losungen ¢ des Anfangswertproblems ¢(t,x,%x) = 0, x(tp) = ¢
fiir ¢ — @ (to) gleichméaBig auf [a, 00) gegen .

Untersucht man die Stabilitéit bzw. Attraktivitit bzw. asymptotische Stabilitat
einer Losung ¢ des Differentialgleichungssystems x = f(¢,x), so geniigt es,
sofern f auf dem betrachteten Bereich eine Lipschitzbedingung beziiglich x
erfiillt, die Existenz der in den obigen Definitionen geforderten Zahlen (e, tg)
bzw. y(to) nur fiir den Wert to = a zu fordern.

Fiir Losungen ¢ eines autonomen Systems x = f(x) folgt aus der Stabilitét
bzw. Attraktivitit bzw. asymptotische Stabilitit auf [a, c0) fiir ein a € D(y)
die Stabilitdt bzw. Attraktivitdt bzw. asymptotische Stabilitét fiir ¢ — oo.

Eine Losung ¢ des Systems g(t,x,%) = 0 ist genau dann stabil auf [a, c0), wenn
die Null-Losung des Systems g(t,y + ¢(t),y + @(t)) = 0 stabil auf [a, c0) ist.

Angewandt auf die Losung ¢ eines linearen Differentialgleichungssystems x =
A(t)-x+Db(t) liefert das: ¢ ist genau dann stabil auf [a, 00), wenn die Null-Lésung
des Systems x = A(t) - x stabil auf [a, 00) ist, wobei a beliebig im maximalen
Stetigkeitsintervall I (rechte Grenze: co) von A und b gew&hlt werden kann.
Alle Losungen besitzen also dasselbe Stabilitédtsverhalten.

Es gilt fiir die Losung ¢ des Systems x = A(t)-x+b(¢) mit der Wronski-Matrix
W (t):
(1) ¢ stabil auf [a,00) <= W(t) beschrinkt auf [a, c0)

(2) ¢ asymptotisch stabil auf [a,00) <= limy_oo W(t) =0

Ist A(t) auf dem Stetigkeitsintervall beschrinkt, so gelten alle Stabilitéitsaussa-
gen fiir t — oo.

Fiir Systeme x = A - x + b(t) mit konstanter Matrix A bedeutet das dann:

(1) ¢ ist genau dann stabil fiir ¢ — oo, wenn die Eigenwerte von A alle
nichtpositiven Realteil haben, und im Fall Re A = 0 die algebraische gleich
der geometrischen Vielfachheit ist.

(2) ¢ ist genau dann asymptotisch stabil fiir ¢ — oo, wenn die Eigenwerte
von A alle negativen Realteil haben.
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Hat man das System x = f(¢,x) mit f(¢,0) = 0 gegeben, wobei f zumindest
auf S(a, p) := [a,00) x K,(0) stetig ist und F ein ebenfalls stetiges, zumindest
auf S(a, p) definiertes, erstes Integral des Systems ist, so ist die Stabilitit der
Null-Lésung gesichert durch:

(1) F(t,0) =0

(2) Vo<p: e, <0, s(ex) >0: |[F(t,x)| > s(er) VE>a, e <|x]| <o

Die Bedingung (2) ist zumindest dann erfiillt, wenn es eine stetige Funktion W :
K,(0) — R gibt mit W (x) # 0 fiir x # 0 und |W(x)| < |[F(t,x)| V(t,x) €
S(a, p).

Diese Bedingungen sind allerdings nur hinreichend, nicht notwendig.

4.2 Die direkte Methode von Ljapunow

Eine Funktion V' : S(a,0) — R heifit positiv (semi)definit beziiglich x,
wenn es eine nur von x abhéingige Funktion W : K,(0) — R gibt, die positiv
(semi)definit ist und fiir die gilt: W (x) < V(t,x) V(t,x) € S(a,o0).

Analog nennt man eine Funktion V' : S(a,0) — R negativ (semi)definit
beziiglich x, wenn es eine nur von x abhéngige Funktion W : K,(0) — R gibt,
die negativ (semi)definit ist und fur die gilt: W(x) > V(t,x) V(t,x) € S(a,0).

Eine stetige Funktion W : K,(0) — R ist genau dann positiv definit, wenn es
eine stetige, streng monoton wachsende Funktion « : [0,0] — R gibt, fiir die
a(0) =0und W(x) > a(||x]|]) Vx € K,(0) gilt.

Ist V : (t,x) — V(t,x) € R eine differenzierbare Funktion, so nennt man

V(t,x) = %—‘;(t, X) —1—22?:1 g—;?(t, x)- fj(t,x) die Ableitung von V beziiglich
des Systems oder ldngs der Trajektorien des Systems x = f(¢,x).
Fiir jedes erste Integral F'(¢,x) des Systems %X = f(¢,x) gilt F(t,x) = 0 fiir

jedes x, welches auf einer Trajektorie liegt.
Eine zumindest auf S(a, p) definierte, differenzierbare reellwertige Funktion V'
heifit Ljapunow-Funktion des (zumindest auf S(a,p) definierten) Systems
% = f(t,x) mit F(¢,0) = 0, wenn fiir geeignetes o < p gilt:

(1) V(t,0) =0 VYt>a

(2) V(t,x) ist auf S(a, o) positiv definit beziiglich x.

(3) V(t,x) ist auf S(a, o) negativ semidefinit beziiglich x.
Hinreichend fiir die Stabilitdt auf [a,00) der Null-Losung des Systems % =
f(t,x) mit zumindest auf S(a, p) stetigem f mit f(¢,0) = 0 ist dann die Exi-

stenz einer Ljapunow-Funktion V.
Fordert man zusétzlich, dass V negativ definit beziiglich x ist, und dass der
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Grenziibergang limx_.o V(t,x) = 0 gleichméfig beziiglich t € [a,00) ist, so
kann man sogar auf die asymptotische Stabilitéit auf [a, co) schliefen.

Hinreichend fiir die Instabilitdt auf [a,00) der Null-Losung des Systems X =
f(t,x) mit zumindest auf S(a, p) stetigem f mit f(¢,0) = 0 ist die Existenz
einer differenzierbaren Funktion V' : S(a, p) — R mit

(1) V(t,0)=0

(2) V hinreichend kleine 0 < p: Jtg >a, c € K,(0): V(tg,c) <0
(3)

(4)

3) V ist negativ definit bezuiiglich x

4) limx_o V(t,x) = 0 ist gleichméBig beziiglich t € [a, 00)

Man kann (fiir dasselbe System wie oben) auch die Existenz einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion V : S(a,p) — R und die eines Gebietes X C K,(0)
(o < p passend) fordern mit

(1) V(t,0) =0 Vt>a, VxeK,0)NRIX
(2) V(t,x) ist auf [a,00) x X positiv und beschriankt durch S

(3) V(t,x) > a(V(t,x)) auf [a,00) x X fiir eine stetige, monoton wachsende
Funktion « : [0, 5] — R mit a(u) =0 <= u=0

(4) 0 € RdX

Auch in diesem Fall folgt die Instabilitdt der Null-Losung auf [a, 00).

Das Auffinden derartiger Funktionen ist allerdings oft schwierig. Manchmal
leistet ein erstes Integral eines vereinfachten Systems das Gewiinschte.

Bei autonomen Systemen in der Ebene hilft oft auch die Transformation in
Polarkoordinaten, wo z. B. aus dem Vorzeichen von 7 Riickschliisse auf die Sta-
bilitdt von Losungen gezogen werden konnen.

4.3 Linearisierung

Sei das System x = f(¢,x) = h(t,x) + s(t,x) gegeben. Dann heifit s(¢,x) eine
Storung des Systems x = h(t,x) und das System x = h(t,x) + s(t,x) das
durch s(t,x) gestorte System.

Ist die Abbildung x — f(t,x) an x¢ (bei festem t) differenzierbar, so kann f in
der Nihe von x linear (beziiglich x) approximiert werden.

Man nennt dann das System x = A(t) - (x —x¢) + b(t) die Linearisierung des
Systems x = f(t,x) um x¢, wenn gilt:

ft;x) = A(t) - (x = x0) + b(t) + s(t,x)  mit lim m

0
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A(t) ist dann die Funktionalmatrix von x — f(t,x).

Ziel ist es nun, aus dem Stabilitdtsverhalten von Losungen des linearisierten
Systems auf das Stabilitédtsverhalten von Losungen des urspriinglichen Systems
zu schlieflen. Allerdings sind dafiir zusétzliche Voraussetzungen notwendig, fiir
die man den Begriff der gleichméfiigen (asymptotischen) Stabilitét einfiihrt:
Die Losung ¢ des Systems g(t,x,%) = 0 heifit gleichmiBig stabil auf [a, 00),
wenn Ve > 0 und ¢y > a ein §(¢) > 0 (von ¢y unabhéngig) existiert, sodass fiir
eine Losung ¢ mit Anfangswert x(tg) = c gilt:

lce—wlto)ll <d(e) = o) —v®) <e  Vixto

Die Losung ¢ des Systems g(t,x,%) = 0 heifit gleichméBig attraktiv auf
[a,00), wenn ein v > 0 existiert, sodass fiir alle ty > a und eine Losung ¢ mit
Anfangswert x(t9) = c gilt:

le =)l <v = 3T()>0: o) —v@)l <e  Vi=to+T(e)

Hat man das lineare Differentialgleichungssystem x = A(t) - x mit der Wronski-
Matrix einer Losungsbasis W (t) gegeben, so gilt:

(1) Die Null-Losung ist genau dann gleichméiflig stabil auf [a, c0), wenn gilt:

(W) W(te) | <S Vio>a

st die Null-Losung gleichméfiig stabil auf |a,00), so ist sie genau dann
2) Ist die Null-L leichméBi bil auf ist si d
gleichméBig asymptotisch stabil auf [a, c0), wenn gilt:

Ve>0: 3T(e)>0: ||W(t)-W(t))'|| <e Vt>to+T(e)

Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten bedeutet das dann, das die
Null-Lésung genau dann gleichmiflig (asymptotisch) stabil auf [a, 00) (Va € R)
ist, wenn sie (asymptotisch) stabil fiir ¢ — oo ist.

Ist die Null-Lésung von x = A(t) - x gleichméifig asymptotisch stabil auf [a, 00),
so gibt es zu jeder Losungsbasis reelle Zahlen o, 8 > 0 mit

(W) - W(to) || <a-e Pt vi>tg>a

Mit Hilfe der obigen Aussage und des Lemma von Gronwall (siehe Seite 23) stellt

man fest, dass die gleichméfige asymptotische Stabilitdt der Null-Lésung des
lls(t,x)|l
(B3]

Systems x = A(t) - x und die GleichméBigkeit des Grenziiberganges lin%

beziiglich ¢ € [a,00) hinreichend ist fiir die asymptotische Stabilitdt der Null-
Losung des Systems x = A(t) - x + s(t, x).

Besitzt die Matrix A mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil und
lIs(tx)|l

Il

ist der Grenziibergang lir% = 0 gleichméBig beziiglich t € [a,o0), so
X—

kann man auf die Instabilitdt der Null-Losung des Systems x = A - x + s(t,x)
schliefen.
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l[s(t )|
[y

Geht man von der GleichméfBigkeit des Grenziiberganges lin% = (0 iiber
X—

zu einer stérkeren Voraussetzung, ndmlich der Existenz einer Funktion ¢(¢) mit
W < e(t) auf S(a,p) und [ e(t)dt < oo, so gilt:
(1) Die gleichmifige Stabilitdt der Null-Lésung von x = A(t) -x auf [a, 00) ist
hinreichend fiir die Stabilitdt der Null-Lésung von x = A(t) - x + s(¢,x)
auf [a, 00).

(2) Ist die Null-Lésung von x = A(t) - x asymptotisch und gleichméBig stabil
auf [a, 00), so ist die Null-Losung von x = A(t) - x + s(t,x) asymptotisch
stabil auf [a, c0).

5 Qualitative Analyse

Sei das Differentialgleichungssystem x = A - x gegeben.

Betrachtet man T'-e*/, so stellt man fest, dass die zu einem Eigenwert gehérigen
Eigen- und Hauptvektoren in T" bei der Multiplikation nur mit den zu A\ gehori-
gen Blocken in e/ zusammen treffen. Man kann also von den zu A gehérigen
Loésungen sprechen und erhilt:

ReA <0 = liny ,0@(t)=0
ReA>0 = (t) unbeschrinkt fiir t — oo

ReA=0 = konstante Losung (falls Im A = 0) bzw. periodische Schwin-
gung (falls Im A # 0) und eventuell polynomiale Losungen bzw. Schwin-
gungen mit polynomial wachsender Amplitude

ImA=0 = (t) verhélt sich im Wesentlichen exponentiell und (ab gewis-
sem t) monoton

ImA#0 = Uberlagerung von Sinus- und Cosinusschwingungen mit im
Wesentlichen exponentieller Amplitude

Hat man das Anfangswertproblem x = A - x, x(0) = ¢ gegeben, so hingt das
Verhalten der Lésung ¢(t) nur von jenen Basislosungen ¢;)(t) ab, fiir die d;
in der Darstellung ¢ = Zle d; - b; nicht 0 ist. Kennt man also das Verhalten
dieser Basislosungen, so kann man auf das Verhalten von ¢(t) schliefien.

5.1 Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms im Intervall
(a,b)

Die Anzahl der (verschiedenen) Nullstellen eines Polynoms p(t) im Intervall
(a,b) ist genau die Anzahl der Spriinge von —oo auf oo der rationalen Funktion
% in (a,b) (nach Kiirzung).
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p(t)
q q(t)
auf (a,b) ist die Differenz der Anzahl der Spriinge von —oo auf +oo in (a,b)

und jener von +oo auf —oo in (a,b).

Man definiert nun: Der Cauchy-Index I? (E) einer rationalen Funktion =<

Zur Berechnung des Cauchy-Index kénnen Sturm-Ketten auf (a,b) herange-
zogen werden; das sind endliche Folgen von Polynomen fi, ..., f, mit

(1) fm hat in (a,b) keine Nullstelle

(2) fj(t) =0fireint € (a,b) = fi—1(t)-fi+1() <0 (j=2,...,m—1)

Ist f1, ..., fm eine Sturmkette auf (a,b), dann gilt:

2(£)=v-ve

wobei V(t) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge fi(t), ..., fm(t) be-
zeichnet.

Die Konstruktion einer Sturm-Kette kann mit Hilfe des euklidischen Algorith-
mus erfolgen (sofern [fo] < [f1]): Ist f;(t) = g;(t) - fi+1(t) + r;(t), so setzt man
fij+2(t) := —r;(t) und erhilt so schlieBlich eine Sturm-Kette (eventuell durch
Division aller Polynom durch ihren gréfiten gemeinsamen Teiler bzw. durch
Streichung (positiver) konstanter Faktoren).

Mochte man die Anzahl der rein imagindren Nullstellen eines Polynoms p(t)
berechnen, so teilt man am besten in Real- und Imaginérteil:

u(t) = Re(p(i-t)) = po—p2-t*+ps-t' —ps-t°+ ...
o(t) = Im(p(i-t)) = pr-t—p3-t>+ps-t°—pr-t'+—...

Dann gilt: 7 - b ist genau dann Nullstelle von p(t), wenn b Nullstelle von des
grofiten gemeinsamen Teilers von u(t) und v(t) ist. Diese kénnen meist leicht
berechnet werden, oder man wendet obiges Verfahren an, um ihre Anzahl zu
bestimmen.

Sei p(t) ein Polynom vom Grad n, s die Anzahl der Nullstellen von p(¢) auf der
imagindren Achse (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt), und w(t) und v(t)
wie oben definiert. Dann gilt fiir die Anzahl k& der Nullstellen mit positivem
Realteil (entsprechend ihrer Vielfachheit gezéhlt):

v

—IT2 (%) falls n gerade

s — Ok — { I3 (%) falls n ungerade

Durch Umformungen erhélt man schliellich:

n—s—2k=1"2 <pn1 A —pp 3t pps "0 — +>
— 0o

pn‘tn_pn—2 'tn72+Pn—4't"74 —+...

Bildet man eine Sturm-Kette beginnend mit diesen beiden Polynomen, so ist n—
s —2k genau die Differenz der Anzahl der ungeraden Gradspriinge in fi, ..., fm
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mit Beibehaltung des Vorzeichens und jener mit Anderung des Vorzeichens.
Da die betreffenden Polynome nur an 0o auszuwerten sind, interessieren uns
nur die Vorzeichen der Fiihrungskoeffizienten, die man mit Hilfe der Hurwitz-
Matrix von p(t) berechnen kann:

Pn—1 Pn-3 Pn-5 DPn-7 0
Pn Pn—2 DPn-4 Pn—6 0
0 Pn—1 Pn-3 Pn-5 0
H(p) = 0 Pn Pn-2 Pn-a 0 | er™
0 0 Pn—1 DPn-3 0
0 0 0 0 - p2 po
Sei nun M; der j-te Hauptminor der Hurwitz-Matrix (j = 1, ..., n). Dann gilt

nach dem Satz von Routh und Hurwitz:

(1)

(4)

5.2

Sind alle Hauptminoren von 0 verschieden, so hat p(¢) keine Nullstel-
len auf der imagindren Achse und die Anzahl der Nullstellen mit posi-
tivem Realteil ist gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

M. My,
Pn,s Mla ﬁfa o Mp_1t
Sind My, ..., M, # 0, aber M,,41 = ... = M,, =0, so bezeichnet n —m

die Anzahl der Nullstellen auf der imaginédren Achse (die immer in kon-
jugierten Paaren auftreten) und der entgegengesetzten Nullstellen. Die
Anzahl der Nullstellen mit positivem Realteil ist dann gleich der Anzahl
der Paare entgegengesetzter Nullstellen plus die Anzahl der Vorzeichen-

wechsel in der Folge p,,, M, %, ceey MM’"l.
-

Sind M1 = ... = M, = 0 und M1, ..., M, # 0, so ersetzt man die
Koeffizienten p; in Zeilen mit ungerader Nummer passend durch p; +X;-¢,
sodass M7, ..., M} ungleich O werden, ohne dass sich das Vorzeichen der
iibrigen Hauptminoren &ndert, und geht dann nach dem obigen Schema
vor.

Treten ,,zwischendurch“ 0 auf, wird analog zu (3) vorgegangen.

Phasenportraits autonomer Systeme

Sei die eindeutige Losbarkeit jedes Anfangswertproblems g(x,%) = 0, x(t9) = ¢
auf X gesichert. Dann folgt:

(1)
(2)
3)

Jeder Punkt von X liegt auf genau einer Trajektorie.
Es gibt keine sich selbst tiberschneidenden Trajektorien.

Die geschlossenen Trajektorien entsprechen genau den periodischen Lo-
sungen.
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Die co-Grenzmenge G (¢) einer Funktion ¢ : [a,00) — RF ist die Menge
aller Punkte x € R¥, zu denen eine Folge (t,)peny mit lim, .o t, = co und
lim,, o0 @(t,) = x existiert.

Es gilt:

(1) co-Grenzmengen sind stets abgeschlossen.

(2) Ist ¢ stetig und G () beschrinkt, so ist Goo(¢) zusammenhéngend.

Ist auBlerdem die eindeutige Losbarkeit jedes Anfangswertproblems gesichert,
so gilt fiir eine bis +o0 definierte Losung ¢ von x = f(x) weiters:

(3) Ist c € Go(¢), dann ist die gesamte Trajektorie des Anfangswertproblems
x = f(x) , x(to) = ¢ in G (p) enthalten.

(4) (a) Geo(p) =0 <= ¢ wird fiir ¢ — oo unbeschréinkt

(b) Goo(p) beschrankt = Go(p) ist Vereinigung von Trajektorien
von bis 400 definierten Losungen.

In der Ebene kann man noch mehr Aussagen machen:

Das negative Kriterium von Bendixson besagt, dass fiir ein einfach zu-
sammenhéngendes Gebiet G und dort stetig differenzierbare Funktionen p, ¢,
flir die g—fg + g—g auf G das Vorzeichen nicht wechselt und nicht identisch 0
ist, gilt: Es gibt keine ganz in G liegende geschlossene Trajektorie des Systems
{ T = p(l‘,y)

gy = q(z,y)
Etwas allgemeiner ist das Kriterium von Dulac, bei dem an die Stelle von
9p 4 94 gje Funktion ZUL2) 4 919 it wobei M eine auf G stetig diffe-
oz dy oz Jy ) g
renzierbare Funktion mit Werten in R ist.

Die Drehung Ak (p,q) eines Vektorfeldes (p,q) lings einer Kurve K ist
definiert als die Variation des Polarwinkels bei Durchlaufung der Kurve.

Fiir jede glatte Durchlaufung einer geschlossenen einfachen glatten Kurve K in
der Ebene gilt: Ag(¢) = 27.

= p(z,y)
= Q(xvy)
stetigem Richtungsfeld (p, q), so enthilt der von X begrenzte Bereich minde-
stens einen Punkt, der entweder nicht zu X gehort, oder der ein singulédrer
Punkt des Richtungsfeldes ist.

Ist K eine geschlossene Trajektorie des Systems { z mit auf X

Eine Transversale eines Vektorfeldes v ist ein Geradenstiick ohne seine End-
punkte, ldngs dessen Abschluss der Richtungsvektor der Geraden und der Feld-
vektor linear unabhéngig sind.
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Mit Hilfe einiger Sétze iiber Transversalen eines ebenen stetigen Richtungsfeldes
erhélt man schlieflich den Satz von Poincaré und Bendixson: Fiir das
= p(ac,y)
= q(ZE,y)

+oo definierte Losung ¢ des Systems gilt stets eine der folgenden Aussagen:

System { z mit lokaler Lipschitzbedingung auf X und eine bis

(1) Goo(p) =0, d.h. ¢ wird fiir ¢ — oo unbeschréinkt

(2) Goo(tp) ist nicht leer, enthilt aber keine singuldren Punkte des Richtungs-
feldes. Dann besteht G () aus genau einer geschlossenen Trajektorie, die
Grenzzyklus genannt wird.

(3) Goo(g) enthilt singuldre Punkte. Dann setzt sich Goo(p) aus nicht ge-
schlossenen Trajektorien von bis +o0o definierten Losungen zusammen,
und die co-Grenzmengen dieser Loésungen bestehen jeweils nur aus sin-
guldren Punkten des Richtungsfeldes.

5.3 Phasenportraits zweidimensionaler autonomer Systeme in
der Nihe stationdrer Punkte

Zuerst betrachtet man homogene lineare Differentialgleichungssysteme
(3)-+ ()
Yy Yy

Hat A konjugiert komplexe Eigenwerte A und ), so umrundet jede Trajektorie
den einzigen stationéren Punkt (0,0), und zwar in folgendem Sinn:

e Re A > 0 = Polarradius wéchst, d.h. (0,0) ist ein abstoflender
Brenn- oder Strudelpunkt.

e Re A\ <0 = Polarradius féllt, d. h. (0, 0) ist ein anziehender Brenn-
oder Strudelpunkt.

e Re A =0 = Polarradius ist konstant, d.h. (0,0) ist ein Zentrum
oder Wirbelpunkt.

D

abstoflender Strudelpunkt anziehender Strudelpunkt Zentrum
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Sind die Eigenwerte von A beide reell, so strebt der Polarwinkel jeder Losung
des Systems fiir ¢ — 00 gegen einen endlichen Grenzwert. Diese Grenzwerte
werden charakteristische Richtungen des Systems genannt. Es stellt sich
heraus, dass der zum groBeren Eigenwert gehorige Eigenvektor die charakte-
ristische Richtung fiir ¢ — 400 beschreibt (in den folgenden Skizzen immer
strichliert dargestellt), wihrend der zum kleineren Eigenwert gehorige Eigen-
vektor die charakteristische Richtung fiir ¢ — —oo angibt (in den folgenden
Skizzen immer punktiert dargestellt).

Sind die beiden Eigenwerte A\; und Ay verschieden, so gibt es folgende Fille:

e A\, \a >0 = Polarradius wéchst, d.h. (0,0) ist ein abstoflender
Knoten. Die Tangentenrichtungen der nicht geraden Trajektorien stre-
ben bei Anndherung an (0,0) gegen die zum kleineren Eigenwert gehorige
charakteristische Richtung, wiahrend sie sich fiir ¢ — 400 der zum grofie-
ren Eigenwert gehorigen charakteristischen Richtung néhern.

e A\, A2 <0 = Polarradius fillt, d. h. (0,0) ist ein anziehender Kno-
ten. Die Tangentenrichtungen der nicht geraden Trajektorien streben bei
Ann#herung an (0,0) gegen die zum grofieren Eigenwert gehorige cha-
rakteristische Richtung, wihrend sie sich fiir ¢ — —oo der zum kleineren
Eigenwert gehorigen charakteristischen Richtung n&hern.

e A\ <0, >0(0.B.dA) = (0,0) ist ein Sattelpunkt. Die nicht
geraden Trajektorien schmiegen sich in der Nihe von (0,0) an das Kreuz
der charakteristischen Richtungen.

abstoflender Knoten Sattelpunkt

Tritt ein doppelter Eigenwert auf, so liegt entweder ein Sternknoten vor, d. h.
die Trajektorien sind genau die Halbgeraden durch den Ursprung (das ist dann
der Fall, wenn der Eigenraum zweidimensional ist), oder man erhilt einen Kno-
ten, bei dem es nur eine charakteristische Richtung gibt. Je nach dem Vorzei-
chen des Eigenwertes spricht man wieder von einem abstoflenden oder einem
anziehenden (Stern-)Knoten.
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i

abstoflender Sternknoten abstoflender Knoten

Ist ein Eigenwert 0, so sind alle Punkte auf der durch den zu 0 gehorigen Ei-
genvektor aufgespannten Geraden g durch den Ursprung singulédre Punkte. Die
iibrigen Trajektorien sind entweder die Halbgeraden, deren Richtung durch den
Eigenvektor zum anderen Eigenwert beschrieben ist (wenn ein zweiter, von 0
verschiedener Eigenwert \ vorliegt), und die von einem singuléren Punkt aus-
gehen (zu diesem hin orientiert, falls A < 0, ansonsten von ihm weg orientiert),
oder die zu g parallelen Geraden (falls 0 doppelter Eigenwert ist).

Eigenwerte 0 und A > 0 doppelter Eigenwert 0

Hat man das System { ?j i Z Ei’ z; mit der Gleichgewichtslage («a, 3) gege-
d(p.g)

ben, und ist Awy) (o, B) regulér, so gilt, dass das Phasenportrait des urspriing-
lichen Systems ,&dhnlich“ jenem des linearisierten Systems ist, d.h. préziser
ausgedriickt:
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(1)

(2)

Ist (0,0) anziehender bzw. abstoBender Brennpunkt des linearisierten Sy-
stems, so ist («, ) anziehender bzw. abstoflender Brennpunkt des ur-
spriinglichen Systems.

Ist (0,0) Zentrum des linearisierten Systems, so ist (a, 3) entweder Zen-
trum oder anziehender oder abstoflender Brennpunkt des urspriinglichen
Systems.

Ist (0, 0) anziehender bzw. abstoflender Knoten des linearisierten Systems,
so ist («, 3) anziehender bzw. abstoflender Knoten des urspriinglichen
Systems.

Ist (0,0) anziechender bzw. abstoSender Sternknoten des linearisierten Sy-
stems, so ist («,3) anziehender bzw. abstoflender Knoten oder Brenn-
punkt des urspriinglichen Systems.

Ist (0,0) Sattelpunkt des linearisierten Systems, so ist (a, ) Sattelpunkt
des urspriinglichen Systems.
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