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1 Die komplexen Zahlen

Die Grundlagen zum Rechnen mit komplexen Zahlen (Polarkoordinaten, Betrag
einer komplexen Zahl, Potenzieren und Wurzelziehen sowie die Topologie von
C) sollten bekannt sein. Fiir genauere Informationen siche Zusammenfassung
zu Analysis I, Kapitel 1.10: ,,Die komplexen Zahlen*.

2 Differenzieren im Komplexen

Eine Funktion f heifit an der Stelle zy (komplex) differenzierbar, wenn der

i F) = o)

zZ—20 Z — ZO

Grenzwert

existiert. Dieser wird dann mit f’(z¢) bezeichnet. Wie im Reellen gilt, dass jede
differenzierbare Funktion auch stetig ist. Weiters gelten die Summen-, Produkt-,
Quotienten- und Kettenregel wie in R.

Ist f = w+i-wv differenzierbar in 2y = xg + i - yo, dann sind u(z,y) und v(zx,y)
in (x,yo) partiell differenzierbar, und es gelten die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen:

uz(0,90) = vy(zo, o)
vz (Z0,%0) = —Uy(l“07 Y0)
Sind umgekehrt u(z,y) und v(z,y) in (xo,yo) stetig partiell differenzierbar und

gelten die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, so ist f = u+14-v in
zo = xg + 1 - yo differenzierbar.

Sei f = u + i - v differenzierbar und seien u und v zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

Ugy + Uy

Ugz + Vyy =
Derartige Funktionen v bzw. v nennt man harmonisch.

Eine Funktion f : D C C — C (D offen) heifit holomorph in D, wenn f auf D
differenzierbar ist. Weiters heifit f holomorph in zg, wenn es eine Umgebung
U von zy gibt, so dass f auf U differenzierbar ist.

3 Potenzreihen

Die Grundbegriffe (gleichméBige Konvergenz, absolute Konvergenz, Konver-
genzradius, etc.) und wichtigsten Regeln (Umordnungssatz, Weierstraf’sches
Majorantenkriterium, Wurzel- und Quotientenkriterium, etc.) fiir Potenzrei-
hen iibertragen sich aus dem Reellen. Fiir genauere Informationen hierzu siehe
Skriptum zu Analysis I (Prof. Mlitz), Kapitel 3.9: ,,Funktionenreihen“ bzw.
Kapitel 3.10: ,,Potenzreihen®.



Uber Potenzreihen kann man nun auch die aus dem reellen bekannten Funktio-
nen definieren:

X _n
. . P Z
(1) Exponentialfunktion: e°:= Z oy

n=0

(2) Trigonometrische Funktionen:

0o ) )
(_1)71 . Z2n €% 4 g2
cosz = =
nz_o (2n)! 2
sinz = i (—1)"- »2n+1 B eiz _ o—iz
& (1) 2i
(3) Hyperbolische Funktionen:
& 2n z —z
z e“t+e
cosz = nz;) n)! = 5
) x z2n+1 €% — g%
sinz = =
= (2n+1)! 2

Im Folgenden bezeichne G C C ein Gebiet, d. h. eine offene, zusammenhdingen-
de Teilmenge der komplexen Zahlen.

Man nennt w € C Logarithmus von z, wenn gilt: e = z.
Eine stetige Funktion [ : G — G heifit Zweig des Logarithmus, wenn fiir alle
z € G gilt: €®) = 2.
Die Funktion
log z :=log|z| +i-argz (—m <argz <)

wird Hauptzweig des Logarithmus genannt. Alle Zweige des Logarithmus
sind dann gegeben durch log z + i - 27k, wobei k € Z beliebig, aber fest.

FEine Funktion f heiflt analytisch in zg, wenn f um z in eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R > 0 entwickelbar ist, d. h. es existiert eine Darstellung der
Form

f(z):Zan-(z—ZU)” Vze{weC||lw— 2| <R}
n=0

4 Holomorphie und Winkeltreue

Eine stetige Funktion v : [a,b] C R — C heiit Weg oder Parameterdar-
stellung einer Kurve. Sind Re~y, Im~ € C![a,b], so spricht man von einem
Cl-Weg.

Zwei (C')-Wege v : [a,b] — C und o : [¢,d] — C heiflen dquivalent, wenn es
eine Funktion ¢ : [a,b] — [e,d] gibt mit ¢ € Cl[a,b], ¢’ > 0 und ooy = . Eine
Aquivalenzklasse von (C')-Wegen heifit dann (C')-Kurve.



Als Winkel zwischen den zwei C'-Kurven y; und v, im Punkt v1(¢9) = 72(s0)
bezeichnet man

Q= arg ’yé(so) —arg 71 (to)

Eine Abbildung f : G — C heifit dann (gleichsinnig) winkeltreu oder kon-
form, wenn sich fiir zwei C'-Wege 71, 7o, die sich in G unter dem Winkel o
schneiden, auch die Bildkurven fov; und f o~ unter dem Winkel o schneiden.

Eine holomorphe Funktion f : G — C mit f’ # 0 auf G ist konform. Umgekehrt
ist jede konforme Abbildung f = u+i-v : G — C, fiir die v und v stetig partiell
differenzierbar sind, holomorph auf G und es gilt f’ # 0.

5 Komplexe Integralrechnung

Ist f € C(G) und 7 : [a,b] — C ein C'-Weg mit y(t) € G VYt € [a,b], dann

nennt man

b
2)dz := A d
A 1(2) / FOr() - () dt

ein Kurvenintegral. Es gilt fiir f,,, f € C(v) mit f, — f gleichmé&Big auf :

(1) |1, £(2)dz]| < mac 171 (0)] - Limge(r)

(2) f7 fu(z)dz — f,y f(z)dz
Ist f € C(G), dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) fist integrabel, d.h. f besitzt eine Stammfunktion (das ist eine Funk-
tion F' mit F' = f).

(2) Das Kurvenintegral f7 f(2)dz ist wegunabhiingig, d.h. es hingt nur
von Anfangs- und Endpunkt der Kurve v ab.

(3) Fiir alle geschlossenen Wege v gilt: fv f(z)dz =0.

Ein Gebiet G heifit sternférmig beziiglich zp, wenn fiir alle z € G auch die
Verbindungsstrecke von zp und z in G liegt.

Ist G' ein beziiglich zq sternférmiges Gebiet, f € C(G) und [, f(2)dz = 0 fiir
jedes Dreieck A C G mit einem Eckpunkt in zp, dann ist f integrabel.



6 Cauchy’scher Integralsatz und Cauchy’sche Inte-
gralformel

Sei D eine offene Menge, dann bezeichnet H (D) die Menge aller auf D holo-
morphen Funktionen.

Das Integrallemma von Goursat besagt, dass fiir f € H(G) und jedes Drei-
eck A C G gilt:

f(z)dz=0
oA

Das gilt sogar fiir f € H(G\{z0}) und jedes Dreieck A C G mit einem Eckpunkt
in zg.

Damit kann man den Cauchy’schen Integralsatz beweisen: Ist f € H(G)
und G ein sternférmiges Gebiet, so ist f integrabel.

Auch diese Aussage gilt fiir f € H(G\{20}), wenn G ein beziiglich zy sternférmi-
ges Gebiet ist.

Ist f € H(G) und {z € C | |z —a|] < r} C G, so gilt die Cauchy’sche

Integralformel:

f(z):i / j(_w)zdw fir |z —a| <r
|lw—al|=r

Aus der Cauchy’schen Integralformel gewinnt man die Mittelformel:

1

2 )
f(a) = 271’/0 f (a—{—rew) dy

Auerdem kann man mit der Integralformel den Satz von Cauchy-Taylor
beweisen: Ist f € H({z € C | |z — a] < R}) mit R > 0, so ldsst sich f um a in
eine konvergente Potenzreihe entwickeln, und

f(a):ian-(z—a)" fir|z—a| <R
n=0

wobei

|w—a|=R
Eine Funktion f € C(G) heifit lokal integrabel, wenn fiir alle zp € G eine
Umgebung U von zg existiert, so dass f auf U integrabel ist.

Nach dem Satz von Morera ist jede in einem Gebiet lokal integrable Funktion
holomorph.



Zusammenfassend sind fiir eine Funktion f € C(G) folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) f ist holomorph auf G

(2) Fiir jedes Dreieck A C G gilt: f(z)dz=0
oN

(3) f ist lokal integrabel in G
(4) Fiir jede Kreisscheibe B mit BU 9B C G gilt:

IOy O

= — dw firze B
21t Jopw — 2

(5) fist analytisch, d.h. fist in jedem Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar

Bemerkung: Zur Anwendung kommt die Theorie der komplexen Integrale auch
zur Berechnung von reellen Integralen, indem man iiber einen geeigneten (ge-
schlossenen) Weg integriert, diesen in Teilstiicke unterteilt, wobei das Integral
iiber eines dieser Teilstiicke (zumindest im Grenzwert) gleich dem gesuchten
ist, und die anderen Integrale leicht berechnet werden kénnen (siehe dazu auch
Anhang A).

7 Wichtige Sétze iiber holomorphe Funktionen

Eine Funktion f heifit ganz, wenn gilt: f € H(C).

Nach dem Satz von Liouville ist jede ganze und (dem Betrag nach) be-
schrinkte Funktion konstant. Mit diesem Satz kann man beispielsweise den
Fundamentalsatz der Algebra (,,Jedes nichtkonstante Polynom hat iiber C
eine Nullstelle.“) ziemlich schnell beweisen.

Nach dem Identitétssatz sind fir f, g € H(G) folgende Aussagen dquivalent:

(1) f=gauf G
(2) {z€C| f(2) = g(2)} hat einen Haufungspunkt in G

(3) JacG: fM(a)=gM™(a) firn=0,1,2...

Ist M C C, so heif}t ein Punkt ¢ € M isoliert von M, wenn es eine Umgebung
U von a gibt, sodass gilt: U N M = {a}.

Eine Menge D C C heifit diskret, wenn jeder Punkt a € D isoliert von D ist.
Weiters heifit A C D diskret in D, wenn A in D keinen Haufungspunkt hat.



Der Riemann’sche Fortsetzungssatz besagt dann, dass fiir D C C offen,
A C D diskret in D und f € ‘H(D\A) folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) f ldsst sich holomorph nach D fortsetzen, d. h. 3 ]?E H(D) mit ﬂD\A =f

(2) f lasst sich stetig nach D fortsetzen, d. h. 3f € C(D) mit ﬂD\A =f
(3) f ist lokal um jedes a € A beschrinkt

(4) lim(z —a)f(2) =0 VacA

zZ—a

Das Maximumsprinzip besagt schliellich Folgendes: Existiert fiir f € H(G)
ein a € G mit |f(a)] > |f(z)] Vz€ G, soist f konstant.
Analog gilt das Minimumsprinzip: Existiert fiir f € H(G) ein @ € G mit
|f(a)| < |f(z)] VzeG,soist f(a) =0 oder f konstant.

Fir f,,f : G — C (n € N) heifit die Konvergenz f, — f kompakt auf G,
wenn f, gegen f gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von G konvergiert.
Gleichbedeutend damit ist die lokal gleichméflige Konvergenz, d. h. fiir alle
z € (G existiert eine Umgebung U von z, sodass f, gegen f gleichméafig auf U
konvergiert.

Nach dem Weierstraf3’schen Konvergenzsatz gilt fiir f, € H(G) (n € N)

und f,, — f kompakt auf G, dass f € H(G) und f,(Lk) — f®) (k € N) kompakt
auf G.

8 Cauchy’scher Integralsatz und Homotopie

Sind 40,71 : [0,1] — G zwei geschlossene Kurven, so heiit 3 homotop zu

v in G (in Zeichen: vy ~ 71 bzw. 7 < ~1), wenn es eine stetige Abbildung
I':[0,1] x [0,1] — G gibt, sodass gilt:

['(s,0) = 90(s) Vs e [0,1]

[(s,1) = m(s) Vs e|0,1]
ro,t) = r(,t) Vtelo,1]

Ist G ein beziiglich zg sternférmiges Gebiet, so ist jede Kurve v C G homotop
zur ,konstanten Kurve“ 4y mit vyo(s) = z9p Vs.

Ist 7 ein geschlossener Weg in G, so heifit v nullhomotop in G (in Zeichen:
v ~ 0), wenn v homotop zu einem konstanten Weg ist.

Ist f € H(G) und sind 7,71 geschlossene stiickweise C'-Wege mit vy ~ 71 in
G, so gilt nach dem Satz von Cauchy (1. Homotopieversion):

(2)dz= | f(2)dz



Ist f € H(G) und 7 ein geschlossener stiickweise C'-Weg mit v ~ 0 in G, so gilt
nach dem Satz von Cauchy (2. Homotopieversion):

/{f@) dz =0

Sind 79,7 : [0,1] — G zwei Kurven mit 7(0) = 71(0) und (1) = 7 (1),
so heiflen vy und 7; homotop (mit festen Endpunkten) in G, wenn gilt:
Yo — Y1~ 0in G.

Der Satz von der Wegunabhingigkeit besagt, dass fiir f € H(G) und ~o,
1 stiickweise C'-Wege, die in G homotop mit festen Endpunkten sind, gilt:

(2)dz= [ f(2)dz

Y0 71

FEin Gebiet G heifit einfach zusammenhingend, wenn alle geschlossenen
Wege in G nullhomotop in G sind.

FEine weitere Version des Cauchy’schen Integralsatzes lautet dann wie folgt:
Ist G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f € H(G), so gilt fiir jede
geschlossene stiickweise C!-Kurve ~:

/Wf@:) dz =0

Daraus folgt, dass fiir f und G wie oben, f # 0 auf G, eine Funktion g € H(G)
existiert, so dass gilt: f(z) =€) Vze G.

9 Cauchy’sche Integralformel und Umlaufzahlen

Ist v eine geschlossene Kurve und z ¢ ~, so heifit
1 dw

2mi

ind (y; 2) := v
der Index (oder Umlaufzahl oder Windungszahl) von ~ beziiglich z.

Es gilt:
(1) ind(y;2) €Z
(2) ind (7; .) ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von C\vy

(3) Sind 71, v2 zwei geschlossene Kurven mit einem gemeinsamen Punkt, so
gilt:
ind (v1 +72; 2) = ind (31 2) +ind (72 2)

Die Cauchy’sche Integralformel ldsst sich damit auch so formulieren: Fiir

ind (75 2) £2) = 5 [
i

fw

w



10 Weitere wichtige Sitze iiber holomorphe Funk-
tionen

Fiir f € H(G) heiit a € G k-fache Nullstelle, wenn gilt:

f(z)=(z=a)*-g(z)  mitg(a) #0

k ist dann die Vielfachheit der Nullstelle.

Nach dem Argumentprinzip gilt fiir f € H(G) mit den Nullstellen ay, ..., ap,
(gemé&sB ihrer Vielfachheit aufgeschrieben), v~ 0, a; ¢ v Vje{l, ..., m}:
L[ f(2) Ny

—_— dz = ind (v; ag

2mi J, f(2) ; ( )
Daraus folgt fiir f € H(G), v ~ 0 (wenn zi, ..., 2z, die wp-Stellen von f
bezeichnen):

ind (f o3 wo) = Y ind (y; 2)

k=1

Ist f € H(G) und hat f bei zg eine k-fache wo-Stelle (k € ZT), so existiert ein
€ >0 und ein § > 0, so dass f(z) —w (fiir w € B(wp,0)) auf B(zp,&) genau k
Nullstellen besitzt, die alle einfach sind.

Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist eine nichtkonstante Funktion
f € H(G) offen, d.h. das Bild jeder offenen Menge ist offen.

Jede injektive Abbildung f € H(G), fiir die f(G) = G’ ein Gebiet ist, besitzt ei-
ne auf G’ holomorphe Umkehrung. Eine derartige Funktion heifit biholomorph
oder schlicht.

11 Singularititen

a € C heifit isolierte Singularitit von f, falls gilt:
dR>0: feH{z€C|0<|z—al] <R}

Eine isolierte Singularitit a € C von f heif3t

(1) hebbar, wenn sich f holomorph nach a fortsetzen lésst.
(2) Pol, falls gilt: lim,_,, f(2) = oco.

(3) wesentlich, wenn a weder hebbar noch ein Pol ist.



Ist f € H(G\{a}) und a € C ein Pol von f, so gilt:

f(z)= _9z) fiir ein m € Z* und g € H(G)

(z—ay"

Ist f € H(G\{a}), a € C ein Pol von f und m € Z* die kleinste positive
natiirliche Zahl, sodass (z —a)™ - f(z) beschrénkt ist, so heifit m die Ordnung
der Polstelle a.

Ist f € H(G\{a}) und a € C ein Pol m-ter Ordnung von f, dann existieren

eindeutig bestimmte Koeffizienten by, ..., by € C (by, # 0) und eine eindeutig
bestimmte Funktion f € H(G), so dass gilt:
bm bm—l bl ry
= . VzeG
f(2) G am + G a)nl + G—a) + f(2) z € G\{a}

Sei a, € C und f, : G — C fiir alle n € Z. Dann definiert man:

(o) o0 (o]
g ap = E an + E a_np
n=0 n=1

S hue) = Y S+ Y fonlz)  Vzed
n=—0o0 n=0 n=1

Die Reihe Y7 an, heifit (absolut) konvergent, wenn sowohl Y >° a, als

n=—o00
auch > >° | a_, (absolut) konvergent sind.

Die Reihe > °° fn(z) heifit gleichméfig konvergent auf G, wenn sowohl

n=—oo

oo o fu(2) als auch > 07| f_n(2) auf G gleichméBig konvergent sind.

Ist f € H{z € C | R1 < |z —a|l < Ra}), so gilt nach dem Satz iiber
Laurentreihen:
f(z) = Z ap - (z—a)® fir Ry < |z —a|] < Ry (Laurentreihe)

n=—oo

wobei die Konvergenz gleichméBig und absolut in jedem Kreisring {z € C |
r1 <|z—a| <ry} (mit Ry <r; <re < Rp) ist,

1 f(w)
n - S . o N1 bl
a i / (w a)nldw VneZ, Ri<r<Rs
|lw—al|=r

und die Reihe eindeutig bestimmt ist. Man bezeichnet dann
o0
f(z) = Za,n (z—a)™"
n=1

als Hauptteil der Laurentreihe und
o0
Rz =) an-(z—a)"
n=0

als Nebenteil der Laurentreihe.



Ist a € C eine isolierte Singularitit von f und f(z) = 2 an- (2 —a)" fir
0 < |z —a|] < R, dann gilt:

(1) aist hebbar <= a_1=a_2=...=0

(2) a ist Pol m-ter Ordnung <= a—m # 0, a_(41) = a_(mq2) = --- =0

(3) a ist wesentliche Singularitit <= a_, # 0 fiir unendlich viele n € N

Nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl liegt fiir jede Umgebung U einer
wesentlichen Singularitét a von f das Bild f(U\{a}) dicht in C.

12 Residuensatz

Sei f(z) =>07 _ an-(z—a)" und a eine isolierte Singularitéit. Dann heifit

res(f;a):=a_1
das Residuum von f bei a.

Der Residuensatz lautet: Sei f holomorph auf G bis auf (endlich viele) isolierte

Singularititen ai, ..., am, vy~ 0in Gund ar ¢ v (k= 1, ..., m). Dann gilt:
L /f()d Em'd( ) -res (f; ak)
= in : T :
omi /. 2)dz 2 ~v;ag)-res(f; ag

Ist a ein Pol m-ter Ordnung, so erfolgt die Berechnung des Residuums von f
bei a am besten geméfl der Beziehung

m—1
res (5 ) = ——— - lim (2~ a)"™ - f(2)

(m—1)! z—adzm1

Zur Anwendung kommt der Residuensatz beispielsweise bei der Berechnung von
(reellen) Integralen und unendlichen Summen (siehe Anhang A und B).

Eine Funktion f heifit meromorph auf einem Gebiet G (in Zeichen: f €
M(G)), wenn f bis auf Polstellen holomorph auf G ist.

Auch fiir meromorphe Funktionen gibt es ein Argumentprinzip (vgl. Seite 8):

Sei f meromorph mit den Polstellen py, ..., p, und den Nullstellen ay, ..., am,
(jeweils gemaB ihrer Vielfachheit aufgeschrieben), v ~ 0 und pj,ap ¢ v fiir
7=1,....,nund k=1, ..., m. Dann gilt:

1 [ f(2)

2mi Jy f(2) d==2 ind(7; o)) _Qindmm)

=1

10



Daraus folgt der Satz von Rouché: Seien f,g € M(G), B(a;r) C G, und f, g
null- und polstellenfrei auf 0B (a;r). Weiters gelte

1f(2) —g(2)| < lg(z)|  fiir |z —a| =7

Dann folgt, dass die Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen und der
Anzahl der Polstellen von f in B(a;r) gleich der Differenz zwischen der Anzahl
der Nullstellen und der Anzahl der Polstellen von g in B(a;r) ist.

13 Sitze iiber Funktionenfolgen

Der Satz von Hurwitz besagt, dass die Grenzfunktion f einer kompakt kon-
vergenten Folge holomorpher Funktionen f,,, die jeweils hochstens m Nullstellen
besitzen (m € N fest), ebenfalls hochstens m Nullstellen besitzt oder die Null-
funktion ist.

Eine Folge von Funktionen f,, € H(G) heifit lokal gleichm#Big beschrinkt,
wenn gilt:

VzeG: JU €U(z), Je(z) R : |fu(2)| < c(z) VzeU, YneN
Der Satz von Montel besagt, dass jede lokal gleichmiflig beschrinkte Folge
von Funktionen f, € H(G) eine kompakt konvergente Teilfolge besitzt. Fiir

die kompakte Konvergenz einer derartigen Teilfolge geniigt ndmlich schon die
punktweise Konvergenz dieser Teilfolge auf einer Menge D, die dicht in G liegt.

14 Produktsatz von Weierstrafl & Satz von Mittag-
LefHer

Fiir wy € C (k € N) sei das unendliche Produkt [],2; wy wie folgt definiert:

[o.¢] n

H wg = lim H Wi
n—oo

k=1 k=1

sofern dieser Grenzwert existiert. Nach dem Logarithmuskriterium fiir die
Konvergenz unendlicher Produkte gilt fiir w, € C\{0} (k € N):

o0 oo
H wp=w#0 <= Z log wy, konvergent
k=1 k=ko
FEin derartige unendliche Produkt heiffit absolut konvergent, wenn die Reihe

der Logarithmen absolut konvergiert. Es gilt:

[e.e] oo
H (1+ 2z) = 2 # 0 absolut konvergent <= Z |z1| < 00
k=1 k=1

11



Mit diesen Vorbereitungen kann man den Produktsatz von Weierstrafl be-
weisen: Sei a,, eine Folge komplexer Zahlen mit lim,, .., a,, = 0o. Dann existiert
eine ganze Funktion f mit Nullstellen genau bei den aj (mit entsprechender
Vielfachheit).

Daraus folgt der Faktorisierungssatz von Weierstrafl: Ist h € H(C) mit
den Nullstellen (ay,), so ldsst sich h schreiben als

h(z) =" (H <1 = ;) .ea+~-~+rin(a)”"> 9l2)

n=1

mit g € H(C).

Aufierdem folgt: h € M(C) = 3f,geH(C): h=1L

Der Satz von Mittag-Leffler liefert eine Aussage iiber die Existenz von me-
romorphen Funktionen mit vorgegebenen Polstellen und zugehorigen Haupt-
teilen: Sei (b,) eine Folge von paarweise verschiedenen komplexen Zahlen mit
limy, o0 by, = 00. Weiters seien p,, Polynome mit p, (0) = 0 fiir alle n € N. Dann
existiert ein f € M(C) mit Polstellen genau bei den by, wobei der Hauptteil

der Laurentreihenentwicklung von f bei by fiir alle £k € N genau py (ﬁ) ist.

Diese beiden Sétze kann man beispielsweise zur Bestimmung von Produktdar-
stellungen holomorpher Funktionen und von Partialbruchzerlegungen meromor-
pher Funktionen verwenden (siche Anhang C und D).

15 Automorphismen

Eine Abbildung f € H(G) heit Automorphismus auf G, wenn f eine biho-
lomorphe Abbildung von G auf G ist. Die Menge aller Automorphismen von GG
wird mit Aut (G) bezeichnet.

Es gilt: Aut (C)={f:C —-C| f(z2) =az+0b, a,b € C, a#0}.

Bezeichnet E := {z € C | |2| < 1} die offene Einheitskreisscheibe, so besagt das
Schwarz’sche Lemma, dass fiir f € H(E) mit f(0) = 0 und |f(z)| < 1 fir
alle z € E gilt: |f(2)] < |z|.

Gilt auBerdem |f(z0)| = |20] fiir ein 2o € E\{0}, dann ist f(z) = € - z mit
veR.

Mit Hilfe dieses Lemmas zeigt man:

Aut(E):{f:EHE fz)=e". f_,“ ,vER, aEE}
—az
Allgemein heiflen Funktionen aus der Menge
az+b
F = {feM(C) f(z) = =t d A a,be,de C A ad#bc}

Moébiustransformationen oder Kreisverwandschaften. Diese Menge stellt
iirbigens (mit passender Definition des Holomorphiebegriffs) genau die Menge
aller Automorphismen auf der Riemann’schen Zahlenkugel C U co dar.
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16 Riemann’scher Abbildungssatz

Ein Q-Gebiet ist ein Gebiet G, das die Quadratwurzeleigenschaft besitzt:
Vg € H(G), nullstellenfrei : 3h € H(G): h*(z) =g(z) Vze G
Ist 0 € G CE, so heifit k : G — E Dehnung beziiglich 0, wenn gilt:

k(0)=0 A |k(2)|>|z] Vze G\{0}

Der Riemann’sche Abbildungssatz lautet: Ist G # C ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet, dann lédsst sich G biholomorph auf die Einheitskreis-
scheibe E abbilden. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

(1) Reduktion auf Q-Gebiete
(2) Existenz von holomorphen Injektionen:

G # C Q-Gebiet, 0 € G =
= 3 holomorphe Injektion f : G — E mit f(0) =0

(3) Existenz von Dehnungen (Quadratwurzelverfahren):

0eGCE, GQ-Gebiet, GZE =
= dDehnung x : G — E, holomorph und injektiv

(4) Existenzbeweis mittels Extremalprinzips:

0e G CE, G Q-Gebiet,
F :={f € H(G) | f injektiv von G nach E, f(0)=0} =
= 3heF: hG) =E

Eine Konstruktion dieser Abbildung ist zwar moglich, allerdings nicht mit dem
oben skizzierten Beweis.

Auflerdem lésst sich sagen, dass sich die biholomorphe Abbildung f : G — E
im Allgemeinen nicht (bi)holomorph auf dG fortsetzen lisst, da das ein Wider-
spruch zur Konformitét von holomorphen Funktionen wére.

Ist G allerdings beschrinkt und zy € dG erreichbar, d.h. fiir jede Folge (z,)
aus G, die gegen zo konvergiert, gibt es eine Kurve v : [0,1] — G, v € C([0, 1]),
und Punkte 0 < t1 <ty < ... < t, < ... < 1 mit v(t,) = z,, dann existiert
lim,_,, f(2) fiir z € G, d.h. f ldsst sich stetig nach zo fortsetzen.

Sind z; und 29 zwei erreichbare Randpunkte von G mit z1 # 2o, und setzt man
f stetig nach z; und z fort, so gilt auflerdem: f(z1) # f(22).
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17 Harmonische Funktionen

Im Folgenden bezeichne A den Laplace-Operator, d. h.

AU = Ugy + Uyy

Wie schon in Abschnitt 2 definiert, heifit eine Funktion u : G — R harmonisch
auf G, wenn gilt: Au = 0 auf G.
Ist f € H(G), f = u+ iv, dann heiflen u und v konjugiert harmonisch.

Ist G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und v harmonisch auf G, dann
existiert (bis auf Addition einer rein imaginiren Konstanten) genau ein f €
H(G) mit u = Re f.

Ist umgekehrt G ein Gebiet, fiir das gilt, dass jede auf G harmonische Funk-
tion eine konjugiert harmonische Funktion besitzt, dann ist G einfach zusam-
menhéngend.

Analog zu den holomorphen Funktionen gibt es auch fiir harmonische Funktio-
nen v : G — R eine Mittelwerteigenschaft:

2m
u(a) = 2177/0 u(a+re'?) dp

wobei B(a;r)UdB(a;r) C G.

Auflerdem gilt das Maximumsprinzip: Sei v : G — R harmonisch auf G.
Existiert eine Maximumsstelle a € G, d. h.

u(z,y) <ula)  V(z,y) €qG

dann ist u auf G konstant.
Daraus folgt, dass eine auf einem beschrinkten Gebiet G harmonische Funktion
u, die auch am Rand von G stetig ist, ihr Maximum am Rand annehmen muss.

Das Dirichlet’sche Problem ist gegeben durch
Ay = 0 auf G
uloag = ¢(x) (Randbedingung)

Aus dem Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen folgt, dass es hchstens
eine Losung geben kann.

Ist G der Einheitskreis und f : OE — R stetig, dann existiert ein stetiges
u:EUJE — R mit

(1) u(z) = f(2) auf OE

(2) w harmonisch auf E

14



Diese Funktion u ist eindeutig bestimmt, und es gilt fiir 0 <r < 1 und ¥ € R:
" 1 (7 .
u<r~€Z ) :%/_WPr(ﬁ—t)-f(elt) dt

wobel

o0

. 1 7 1— 2
P.(9) := Z r"'emﬁ—Re< tre ) "

1—re” )~ 1—2rcosd + 12

n=—oo

der sogenannte Poisson’sche Kern ist, fiir den gilt:

1 m
2r )

1) Po(0)dd =1

(2) P.(¥) >0 fiir alle v € R
P.(¥) < P.(d) furalle0<d < |9| <7

(3) lim P.(v¥) =0 gleichmaBig fiir 0 < < |¢| <

r—1-

Ist G einfach zusammenhingend und beschrinkt, und besteht OG aus lau-
ter erreichbaren Punkten, so kann man das Dirichlet Problem auf G auf eine
Dirichlet-Problem auf E transformieren: Es existiert eine biholomorphe Ab-
bildung f : G — E, die stetig auf G fortgesetzt werden kann. So kann die
Randbedingung auf G zu einer Randbedingung auf E transformiert und das
Problem nach der obigen Methode gelost werden. Ist u : E — R die Losung des
Dirichlet-Problems auf E, so ist v := u o f die Losung des Dirichlet-Problems
auf G.
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Anhang

A Berechnung von Integralen

Mit Hilfe des Residuensatzes (siehe Seite 10) kann man einige (reelle) Integralen
relativ leicht berechnen. Im Folgenden méchte ich einen kurzen Uberblick iiber
die wichtigsten Anwendungen geben.

A.1 Integrale der Gestalt f027r R(cos x,sinx) dx

Sei R(x,y) eine rationale Funktion, die endlich auf 9B(0, 1) ist, und die Kurve
7 definiert als y(t) := e" V¥t € [0,2n]. Dann gilt unter Beriicksichtigung von

611‘+€721 el _o—1iT X
2

21

o 1 1
L1\ 1
R(cosz,sinx)dxr = /R(Z+Z,Z ,Z>-,dz =
v

CcCoST = und sinx =

0

A.2 Integrale der Gestalt ffooo f(z)dx

Ist f holomorph auf {z € C | Imz > 0} bis auf endlich viele Singularititen
ar, ... am (ap € R fir k =1, ..., m) und gilt |f(z)] < ﬁ fiir ein p > 1 (fiir
|z| hinreichend grof), so folgt:

/00 f(z)dx = 2mi Z res (f; ax)
- Imak>0

Man integriert ndmlich f(z) iiber v := v+ mit y1(t) :=¢t Vt € [-R, R] und
y2(t) := Re®* VYt € [0, 7], wobei R so grofl gewihlt ist, dass alle Singularitiiten
von f dem Betrag nach kleiner als R sind. Man erhélt so:

/f(z)dz = 2m Z res(f;ap) =

Ima,>0

= f(z)dz+ | f(2)dz
m 2
R i
= / f(z)dx —i—/ f (Re™) - Rie" dt
-R 0

Schéitzt man nun fvz f(z) dz wie folgt ab, so folgt die Behauptung:

[m f(z)dz

/ f (Re™) .Rieitdt' <Rm-— —0 fiir R— oo
0 RpP
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A.3 Fouriertransformation

Ist f holomorph auf C bis auf endlich viele Singularititen aq, ..., a,, (ax ¢ R
fir k=1, ..., m) und gilt lim, . f(z) = 0, so ergibt sich folgende Formel fiir
die Fouriertransformation:

2mi Z res (f(z) - %5 ay,) fiir s > 0
oo i Imak>0
/ f(x)-e**dx =
% —27i Z res (f(z) - €5 ak) fiir s <0

Ima; <0

Integriert man namlich f(2)
iiber ein Rechteck wie in der
nebenstehenden Skizze (so- Sy
fern s > 0, andernfalls muss 3 ir
man das Rechteck unterhalb <
der reellen Achse wihlen), 1 e
und ldsst dann p, ¢ und r
simultan gegen oo streben 747
(wobei r := p + ¢ zu setzen > -
ist), so stellt man fest, dass P M q R
gilt:

/f(z) dz = 2mi Z res (f(2) - €% ay) =

v Imay>0
= [ f@a [ f@der [ s@d [ e
7 Y2 73 Y4
*)ffooo f(z)-€es* dx ;ro —0 —0

Ist f(z) eine gerade Funktion, so kann man auch das Integral [*_ f(z)-cos sz dx
berechnen, da dann gilt:

/_Zf(ﬂf)‘eiswdl’:/_Zf(x)-coss:cdx—ki-/_(:f(g;).Sinsxdx _
_ /_C:f(:r)-cossxdx—i—i-</_:f(x)sinsxdx+/Ooof(x)sinsxdx> -

— /OO f(a:)-coss:vdm—i—i-(/o f(x)sinsxdm—/o f(:z)sinsxdx> —
= /00 f(zx) - cos sz

Analog kann man das Integral [ f(z) - sin sz dz berechnen, sofern f(z) eine
ungerade Funktion ist:

/Zf(a:)-eis‘”dx e z‘-/if(x).sinsx
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B Berechnung von unendlichen Summen

Der Residuensatz (siehe Seite 10) kann auch zur Berechnung von unendlichen
Summen herangezogen werden, indem man ausniitzt, dass zum Beispiel die
Funktion —— Pole bei z = n fiir alle n € Z hat. Auerdem gilt:

res(f(z) -weotmz;n) = f(n)
v
R - (=1)".
ves (f(z): ———in) = (1" f(n)
Ist f also holomorph auf C bis 3
auf endlich viele Singularititen 3 i(N+3)

ai, ..., am (ax ¢ Z) und gilt
lf(z)] < pp fir ein p > 1,
so erhélt man durch Integrati-

Y4 Y
on von
—(N+1 N+1
9(z) := f(z) - weotmz () >
R
bzw A 2
T
iiber den nebenstehenden Weg: ?1 —i(N+1)

m N
/g(z)dz = 2mi- (Zres(g;ak)—{— Z res(g;n)) =

k= n=—N

‘ -
_ /Mg(z)dz—k/wg(z)dz—k/mg(z)dz+[y4g(z)dz
0 0 0 —0

—

— —

da namlich (fiir g(z) = f(z) - mcot w2) gilt

[ < [l (rgei) o (s (o)) <

J
& ~ .
< (2N+1)-m-c—> 0 firN— oo
wobei die Existenz der Schranke ¢ aus der Tatsache folgt, dass cot 7z entlang
des Integrationsweges beschrinkt bleibt (analog fiir g(z) = f(z) - ==).

sinmz

Insgesamt ergibt sich

Z f(n) = —ﬁZres(f(z)-coth;ak)
k=1

n=—oo

Y ) fn) = —wéres@(z» ! k>

sinwz’
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C Produktdarstellung holomorpher Funktionen

Der Produktsatz von Weierstrafl (siehe Seite 12) kann zur Konstruktion von
Produktdarstellungen holomorpher Funktionen verwendet werden:

Sei f € H(G), f # 0, mit einer m-fachen Nullstelle an 0 (wobei auch m = 0
zugelassen ist) und den weiteren Nullstellen aq, ag, as, ... (die wegen f # 0
keinen Haufungspunkt in C haben), so kann man den Ansatz

b z
— M. 1— =) .eIn(@ ) | . eo(2)
f(z)==z2 (H(( an) e )) e
machen, wobei g € H(G) und

Mnp

no-i(2)

Qn

Da die Funktionen T),(z) genau die Taylorpolynome von log (1 — i) sind, ist

es fiir |z| < r und n hinreichend grof8 (sodass |a,| > 2r) sicher moglich, m,, so
zu wéhlen, dass gilt

In diesem Fall konvergiert die Summe
> z | 2 \" > z
-z .= — —Z) . In(®)
Z <log <1 an)+zk (%) ) Z (log((l an) 2 >>
n=ng k=1 n=ng
und damit nach dem Logarithmuskriterium auch das obige Produkt.

Wenn es einem anschliefend gelingt, die Funktion g(z) zu bestimmen, so hat
man eine komplette Produktdarstellung von f(z) gewonnen.

Es gilt beispielsweise



D Konstruktion meromorpher Funktionen

Analog zur Produktdarstellung holomorpher Funktionen kann man meromor-
phe Funktionen mit vorgegebenen Polstellen und zugehorigen Hauptteilen kon-
struieren, und zwar mit Hilfe des Satzes von Mittag-Leffler (siehe Seite 12).

Hat man die Polstellen b1, bo, bs, ... mit den zugehorigen Hauptteilen h,(z) :=
Dn (ﬁ) (pn, Polynom mit p(0) = 0) gegeben, so kann man ansetzen

f(2) =) (ha(2) = Tu(2))

n=1

wobei auch hier die T,,(z) wieder als Taylorpolynom (diesmal von h,(z)) so zu
wéhlen sind, dass die Summe konvergiert.

Man erhélt so beispielsweise

o0
s O
sin? 7z (z —n)?
n=—oo
o0
0 1 n 2z
: = 20 s
sin 7z z 22—n
n=1
o0
1 2z
mecotmz = —+ 3 5
z 22—n
n=1
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