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1 Mengensysteme

Sei eine Grundmenge ) gegeben. Eine beliebige Teilmenge von P(2) heifit
dann Mengenystem.

Ein Mengensystem S heifit o-Algebra, wenn gilt:

(1) S#0
(2) AeS = AY%¢sS
3) A, eSS VneN = |JA4,€S8

Es gilt in jeder o-Algebra S:
(1) 0es, Qes
2) AveS VneN = N4,e8 daNA,=(UJA9)°

Ist {S; | i€ I} ein System von o-Algebren iiber €2, so ist S := [),c; S; wieder
eine o-Algebra iiber €.

Ist ein beliebiges Mengensystem C gegeben, so heifit die kleinste o-Algebra S(C),
die C enthilt, die von C erzeugte o-Algebra.

So erzeugt beispielsweise das Mengensystem C = {(a,b] | —o00 < a < b < +o0}
die sogenannten Borelmengen.

Ein Mengensystem R, heifit o-Ring, wenn gilt:
(1) Ro#0

(2) ABeR, = A\BeR,
3) A, e Ry VneN = U4, R,

In jedem o-Ring gilt:
(1) 0 e R,

(2) A, eRe VneN = NA,€R,

Ein o-Ring ist genau dann eine o-Algebra, wenn gilt: 2 € R,
Weiters gilt: S(R,) ={ACQ|AeR, V AY € R,}

Ein Mengensystem R heiit Ring, wenn gilt:

(1) R#0
(2) AABER = A\BEeR



(3) ABeR = AUBEeR

Ein Ring A heifit Algebra, wenn gilt: 2 € A.

Ein Mengensystem 7 heifit Semiring, wenn gilt:
(1) T#0
(2) A, BeT = ANBeT

B\A=;_,C; C;eT, C;paarweise disj.

3) ABeT, ACB
) AUl CieT Yke{l,...,n}

Den von einem Semiring 7 erzeugten Ring erhilt man so:

AlET}

AieT, ANA;=0 VZ’#]}

R(T = {4

—

B

IC=ICs=

I
—

FEin Mengensystem M heifit monotones System, wenn es gegeniiber dem
Limes monotoner Folgen abgeschlossen ist.

Ist R ein Ring, so gilt: R,(R) = M(R).

Hat man zwei Grundmengen €2, Q9 und einen Ring Ry (bzw. eine Algebra,
einen o-Ring oder eine o-Algebra) iiber {25 sowie eine Abbildung f: Q1 — Qo
gegeben, so ist R := f~1(R2) = {f7!(A) | A € Ry} wieder ein Ring (bzw. eine
Algebra, ein o-Ring oder eine o-Algebra).

Hat man einen Ring R iiber 2 und eine Teilmenge A von 2 gegeben, so ist die
Spur sp,(R) von R auf A spy(R) = ANR :={ANB| B e R} wieder ein
Ring.

2 Mafifunktionen

Ist C ein Mengensystem, so heifit eine Funktion 1 : C — R (R := [~o00, +00])
Mengenfunktion.

FEine Mengenfunktion p heifit additiv, wenn gilt:

A; € C disjunkt A A= U AieC = p(A)= Z,u(Ai)
i=1 i=1

Fine Mengenfunktion p ist sogar o-additiv, wenn obige Bedingung auch fiir
abzdhlbare Vereinigungen gilt.

Eine Mengenfunktion p auf C heifit Maf3lfunktion, wenn gilt:



(1) p ist o-additiv

2) p(A)>0 VAec

Ist 7 ein Semiring und p eine Mengenfunktion auf 7, so ist p genau dann
additiv, wenn gilt:

A BeT mit ANB=0 und AUBeT = u(AUB)=pu(A)+ u(B)

Definiert man auf R(7) die Funktion p* mittels

(1) AeT = p(4) = p(A)
(2) A€ ’R(T), d.h. A= U?:l B, mit B;eT = ,U,*(A) = Z?:l M(Bz)

so ist p*eine MaBfunktion auf R(7), falls p ein Maf auf 7 ist.

Ist p eine nicht-negative, additive Mengenfunktion auf dem Ring R, so ist p
monoton, d.h. es gilt: A C B = pu(A) < u(B), und es gilt das Additions-

theorem:
M(UAZ-)ZZHW- S
i=1

i=1 JC{1,...,n} jeJ
[J|=i

Weiters gilt die Ungleichung von Bonferroni:

Definiert man gy, := Zle(—l)i_l -Z,]gl{}‘,:_,n} L (ﬂjeJ Aj), so gilt:
m ( U A,-) < B, falls k ungerade  bzw.
i=1
n
7 (U AZ-) > O falls k gerade
i=1

Eine nicht-negative, additive Mengenfunktion heift

e endlich, wenn gilt: u(A) < +oo VA€l

e o-endlich, wenn gilt: VAeC: AC E,, E,€C: u(E,) <+

neN

e total o-endlich, wenn gilt: 3E, € R mit u(E,) < +oo : Q =JE,.

Der Fortsetzungssatz besagt, dass ein Mafl p auf einem Ring R zu einem
MaB i auf dem erzeugten o-Ring R,(R) fortsetzbar ist, d.h. i stimmt auf R
mit p iiberein. Falls p o-endlich ist, ist diese Fortsetzung sogar eindeutig.

Eine Funktion p* : P(2) — R heifit duflere Maf3funktion, wenn gilt:



g UnGN An = M*<A) S ZnGN ,U,*(An>

Die letzte Eigenschaft bezeichnet man als o-Subadditivitit.

Ist p ein Mafl auf einem Ring, so heiffit y* mit

u*(A) = inf {me

neN

E,eR, AC UEn}

neN
die von p erzeugte duflere Mafifunktion.

Nach der Messbarkeitsdefinition nach Caratheodory heifit eine Menge
A C Q p*-messbar, wenn VC C Q gilt:

p(C) = p (CNA)+ p*(C\A)
Die Menge M := {A C Q | A ist pu*-messbar} heifit dann der o-Ring der p*-
messbaren Mengen, und es gilt: ©*| o ist ein Maf§ auf M.
Ist auflerdem p* von einem MaB i auf einem Ring R erzeugt, so gilt aulerdem:
(1) REM
(2) p(A4) =p(A) VAER
Hat man eine o-Algebra S iiber der Grundmenge ) gegeben, so heifit das Paar

(Q, §) Messraum. Ist zusétzlich noch ein Mafl o auf S definiert, so heifit das
Tripel (22, S, 1) Maflraum.

Ein o-Ring § mit dem Maf} i heifit vollsténdig, wenn gilt:
VNeS mit u(N)=0: MCN = MecS

Die Menge V(S) :=={AUM |Ae S, M C N €S mit u(N) =0} ist dann die
Vervollstindigung des o-Ringes S.

Ist p ein total o-endliches Mafl auf dem Ring R, so gilt:
M ={ACQ|Aist pg*messbar} = V(Rs(R))
Schliellich besagt der Approximationssatz, dass fir A € R,(R) mit end-

lichem Mafl (A) (u sei die Erweiterung der auf dem Ring R definierten o-
endlichen Mafifunktion) gilt:

Ve>0: 3C.eR: p(AAC:) <ce



3 Lebesgue-Stieltjes-Mafle auf R™

Eine MaBfunktion p auf (R™,B,,) bzw. (R™, B,,) heit Lebesgue-Stieltjes-
Maf, wenn sie jeder beschrankten Menge ein beschrianktes Mafl zuordnet.

Eine Funktion F' : R™ — [0,4o00] heift dann Verteilungsfunktion fiir s,
wenn gilt: u ((a,b]) = F(b) — F(a)

Es gilt: F ist genau dann eine Verteilungsfunktion, wenn gilt:
1) Y Fox(l—e)+axe) (~1)Emc% >0
ec{0,1}m

(2) F ist rechtsseitig stetig

(wobei x die komponentenweise Multiplikation zweier Vektoren bezeichnet).

Es existiert zu jedem Lebesgue-Stieltjes-Maf3 © zumindest eine Verteilungsfunk-
tion. Gibt es zu einem bestimmten Mafl y zwei Verteilungsfunktionen F' und
F’, so gilt:

m
F =F+ Z G mit von x; unabhéngiger Funktion G;
i=1

Wihlt man als Verteilungsfunktion F'(zy, zo,...,%m) = T1:T2-. .. Ty, so erhilt
man das Lebesgue-Maf3 \,, ((a,b]) = (b1 —a1) - ... (bym — am), das auf den
Borelmengen B,,, definiert ist. Vervollstandigt man B,,, bzw. A,,, so erhdlt man
das System der Lebesgue-messbaren Mengen:

Lon={AUN | A€ B, NCMEDBny : A\n(M) =0}

Nach dem Approximationssatz gilt fiir ein Lebesgue-Stieltjes-Mafl p und
A€ B,

(1) p(A) =inf {u(O)| AC O, O offen}
(2) p(A) =sup{u(C) |C C A, C kompakt}

Es gelten folgende Sétze, die einem helfen kénnen zu ermitteln, ob eine Funktion
Verteilungsfunktion ist:

(1) Sind F; und F» zwei eindimensionale Verteilungsfunktionen, so ist die
Funktion F(z1,z2) := Fi(x1) - Fa(x2) eine zweidimensionale Verteilungs-
funktion.

(2) Eine n-mal stetig differenzierbare Funktion F' in R™ ist genau dann eine
n-dimensionale Verteilungsfunktion, wenn gilt:
n
_oF >0
0x10x9...0x, —



4 Messbare Funktionen

Fine Funktion f : A — B heifit stetig, wenn fiir offenes O C B das Urbild
f71(O) ebenfalls offen ist.

Seien (Q;, 81) und (g, S2) zwei Messrdume. Eine Funktion f : Q7 — g heifit
dann 81-S2-messbar, wenn gilt:

flA)eS VAeS,

Ist (22, S2) sogar ein Borel’scher Mafiraum, so heiit f S;j-messbar, ist auch
(€1, S1) ein Borel’scher Mafiraum, so spricht man von einer Borel-messbaren
Funktion.

Ist ; CR™, S; = Ly, N €Y, dann nennt man f Lebesgue-messbar.

Ist C ein Erzeugendensystem von Sy (d.h. A,(C) = S2), dann geniigt als Mess-
barkeitsbedingung: f~1(C) € S VC €C.

Angewandt auf eine Funktion f : Q — R liefert das:

f:(Q,8) — (R, B) {reQ|fz)<cteS VeceR
{reQ|flz)<cteS VeceR
{reQ|flz)<cteS VeceQ
f10)eS VO offen

f71(A) € S VA abgeschlossen

1euete

Die Zusammensetzung fo g : (1, S1) — (23, S3) zweier messbarer Funktionen
£ (91, 81) — (2, S2) und g : (2, S2) — (23, S3) ist wieder messbar.

Ist Q; = R™ und S; = By,, so kann man f : R™ — R™2 schreiben als f =
(f1, f2, -, fmy) und es gilt:

f messbar <= f; messbar Vi€ {1,...,m}
Das System F := {f (Q, S) — (R, B)} aller S-messbaren Funktionen ist abge-

schlossen beziiglich aller arithmetischer Operationen und gegeniiber der Bildung
punktweiser Grenzwerte.

S-messbar sind:

e alle Indikatorfunktionen I4(z)
e alle Treppenfunktionen > " | o; - I4,(x)

e alle punktweisen Grenzwerte von Treppenfunktionen

Es gilt sogar: Jede messbare Funktion lésst sich als punktweiser Grenzwert von
Treppenfunktionen darstellen.



Das System F := {f : (R, B) — (R, B)} aller Borel-messbaren Funktionen ist
das kleinste System, das alle stetigen Funktionen enthélt und gegeniiber der
punktweisen Grenzwertbildung abgeschlossen ist.

Sind (1, S1, p1) und (Qo, Sa, p2) zwei Mafirdume, und f eine S;-Sp-messbare
Funktion , so heif3t f maf3treu wenn gilt:

p(fHA) = p2(A) YAES,

Sei (Q1, 81, p1) ein Mafiraum und (Q2, S2) ein Messraum, und f : (1, S1) —
(QQ, SQ) Das auf (QQ, 82) durch

A(A) = m(f1(4) VYAeS

definierte MaB i heifit das von f auf (22, S2) induzierte Maf.

Eine Aussage fiir w € Q gilt u-fast iiberall, wenn gilt:

INeS: u(N)=0 A Aussage gilt fir N¢

Man erklirt dann die Konvergenz p-fast iiberall wie folgt:

o= f optis = p({wl|fu A fH)=0

Die gleichmiflige Konvergenz pu-fast iiberall ist fiir (u-fast iiberall) endli-
che Funktionen f,, f wie folgt definiert:

INeS: pu(N)=0 A f,— fglm. Vze N¢

Die fast gleichm#flige Konvergenz f, — f ist erklirt durch:

Ve>0: JA. €8 mit pu(A) <e: fn—>fglm.aqu€C

Der Satz von Egoroff besagt, dass fiir endliche Mafiraume aus der Konvergenz
p-fast iiberall die fast gleichméfiige Konvergenz folgt.
Die Umkehrung dieses Satzes gilt sogar auf beliebigen Mafirdumen.

Ist (2, S, p) ein endlicher Mafiraum, so gilt:

fn — f p-fast iiberall <= p((Bpn(e))%) — 0
mit  (Bn()” = | ] Ax(e)
k=n
und  Ag(e) = {z | [fu(z) — f(z)] = €}

Man nennt eine Folge {f,} gegen f konvergent im Maf}, wenn gilt:
p{z | [ fr(x) = f(@)] = €}) =0



Ist eine Folge fast gleichméfig konvergent, so konvergiert sie im Maf.

Eine Folge {f,} heifit Cauchyfolge im Maf}, wenn gilt:

Ve> i tim u({e | |fa(@) = fu@)] = }) =0

Ist {f,} eine Cauchyfolge im MaB, so gibt es eine Teilfolge {f,,} , die fast
gleichméfig konvergiert.

Jede Cauchyfolge im Maf} konvergiert im Maf.
Zusammenfassung:

gleichméfige Konvergenz

fast gleichméflige Konvergenz <::> Konvergenz p-fast iiberall

1 endlich
Teilfolgeﬂ

Konvergenz im Maf}

Fiir jede dieser Konvergenzarten ist die Grenzfunktion fast iiberall eindeutig
bestimmt, d. h.:

fo—f ud f,—9g9g = f=g p-fastiiberall

5 Das Integral

Ist (Q, S, 1) ein Maraum, so ist das Integral einer Indikatorfunktion de-
finiert als:

/IAd,u = p(A) VAeS

Das Integral einer Treppenfunktion lautet dann:
n n
/ (Zai : IA,L) dp = Zai - (Ag)
i=1 i=1

Man nennt das Integral fA fdu= [Ia-fdp auch unbestimmtes Integral.

Man sagt, das Integral [ fdup existiert, wenn es berechnet werden kann (d. h.
nicht von der Form ,,00 — 0o® ist).
Ist zusétzlich ‘ffdu‘ < o0, so heifit f integrierbar.

Da jede messbare Funktion Grenzwert von Treppenfunktionen ist, kann man
das Integral einer nichtnegativen Funktion auf folgende zwei Arten (dqui-
valent) definieren:



o t, /f t, Treppenfunktionen, t, > 0

/fdu = lim [ t,du

n—oo
. /fdu = sup{/td,u ‘ 0<t< f, t Treppenfunktion}

Das Integral einer allgemeinen Funktion kann man dann wie folgt berech-
nen:

f=)+=()-

[ran = [rdu~ [(5)-au

Das Integral hat folgende Eigenschaften:

e Homogenitét: [(a- f)dp =a- [ fdu
o Additivitédt: [(f+g)dp = [ fdp + [gdu

e Monotonie: f < gmessbar = [ fdu < [gdu

Ist f >0, so wird durch

V() = ! 1 d

eine Maffunktion definiert. Im allgemeinen Fall erhélt man zumindest eine o-
additive Mengenfunktion.

Der Satz von der monotonen Konvergenz besagt, dass fiir eine monotone
nichtfallende Folge nichtnegativer messbarer Funktionen f, gilt:

/lim fn= lim /fn

In seiner erweiterten Fassung gilt dieser Satz auch fiir eine monotone nichtfal-
lende Folge von Funktionen f,, mit:

fn=>9gVneN mit /gd,u > —00

Das Lemma von Fatou besagt, dass fiir eine Folge messbarer Funktionen f,
gilt:

(1) fn > g, g messbar mit [ gdu > —o0

= liminf/fndu > /liminffndu



(2) fn <g, g messbar mit [ gdu < +oo

= limsup/fn dp < /limsup fndu

n—oo n—oo

Aus dem Lemma von Fatou folgt der Satz von der dominierten Konver-
genz:

Gilt fiir die Folge messbarer Funktionen f,, die Ungleichung |f,,| < g
(g messbar und integrierbar) p-fast iiberall, so folgt aus der Kon-
vergenz f, — f (f messbar) u-fast iiberall:

/fdu —nli_{go/fndu

Eine Mengenfunktion v auf einer o-Algebra S heifit signierte Mafifunktion,
wenn gilt:

(1) v(0)=0

(2) v: S — (—o0,+00] oder v: § — [—00,+00)

(3) A, disjunkt = v (U An> = Z v(Ay)

neN neN

Ist die signierte MaBfunktion v ein unbestimmtes Integral v(A) = [ 4 fdp, so
kann man v darstellen als die Differenz der beiden Maf}funktionen v, (A) =

Jafedpund v_(A) = [, f_dp.

Fiir eine stetige Funktion f und eine Verteilungsfunktion F' mit den endlich vie-
len Spriingen =1 < 29 < ... < Xy, die dazwischen jeweils stetig differenzierbar
ist, gilt (mit 29 = —00, Tp41 = 00):

T

n+1

[ due =3 f@) - () - Far) + Y. [ 1@)- Flayds
i=1 i=1 .7

Ist f Riemann-integrierbar, dann gilt:

(1) f ist Lebesgue-integrierbar

b

@ [ 1@ = [ 1) ds
[

a,b] a

10



6 Integrationsregeln

Ist {fo | @ € [a,b]} eine Familie p-fast iiberall messbarer Funktionen, die im
Punkt ag stetig vom Parameter abhingt (d.h. es gilt limy—q, fo(2) = fa, ()
p-fast iiberall), und gibt es ein g mit |fo(z)| < g(x) Va € (ag — e, a0 + €)
(mit [ g < 4+00), so gilt:

Jin [ fole)dute) = [ i fule)dute) = [ fuolo) dla

Ist fo(w) p-fast iiberall nach « differenzierbar (d. h. es existiert 3 fa( ) Vae
[a,b] Vz auBer in einer Nullmenge), und gibt es ein g mit ‘aafa( )’ < g(z)
Va € [a,b] (mit [ g < +00), so gilt:

/fa ) dp(x /8 p(x) o€ (a,b)

Sei (21, 81, p1) ein Mafiraum und (22, Sz) ein Messraum. Weiters sei die Funk-
tion T': (Q1, S1) — (g, S2) gegeben, sowie die beziiglich s (A) == uy (T1(A))
integrierbare Funktion f : (22, S2) — (R, B). Dann gilt:

/fdug = /f oT du (Substitutionsregel)

Ist v(A) == [, gdp (g > 0), so gilt:

[tav= [ 1-gau

Ist po(A) := [, gdv, so gilt:

[retim = [f-ga

Als Sonderfall erhilt man:

/(foG)-G’d)\ :/fd)\

7 Produktriaume

Sind (21, S1, p1) und (Qg, Sa, pe) zwei o-endliche Mafirdiume, so gibt es ein
eindeutig bestimmtes o-endliches Maf3 p auf

S1®8 = Rg(Sl X 82) =R, ({Al X Ao ’ AieS N Ay e 52})

11



fir das gilt:

(A x B) = u1(A) - ua(B) VAe S, VBeS

Man nennt g (manchmal auch geschrieben als p1 X p2) das Produktmafl von
w1 und po und (Q; X Q9,81 ® So, 1) den Produktraum von (94, S1, p1) und

(Q2, Sa2, p2).

Man kann g nun auf zwei verschiedene Arten herleiten:

e Erweiterung des Mafles p1 X pg auf S; x Sz (Semiring) auf den erzeugten
o-Ring

o (X)) = [ (A dinte) = [ (") duaty
mit Ay :={y | (z,y) € A} und AY:={z|(x,y) € A}

Der Satz von Fubini macht eine Aussage iiber die Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge:

Sind (1, S1, p1) und (Qo, S, pe) zwei o-endliche Mafirdume und
ist f eine messbare Funktion auf Q1 x {9, so gilt:

1) f>0 =

[ ) = /</f@n>dm—i/</fmu>dm

(2) f integrierbar =
(a) f(z,y) als Funktion von z ist fiir po-fast alle y integrierbar

b) [ f(z,y)dui(z) ist po-fast iiberall messbar und integrier-
bar beziiglich po

c) [ fdu x p2) = [ ([ fdpr) dps
(analog mit vertauschten Rollen)

(3) f integrierbar <=

[ 1710 % pz) = /(/qudm<+m

8 Signierte Mafle

Ist (2, S) ein Messraum und v eine signierte Maffunktion auf (€2, S) so heifit
A € S positiv, wenn fiir jede messbare Teilmenge B von A gilt: v(B) > 0.
Analog heifit A € S negativ, wenn fiir jede messbare Teilmenge B von A gilt:
v(B) <0.

12



Eine Zerlegung (P,N) von (2 in eine positive Menge P und eine negative Menge
N heifit Hahn-Zerlegung.

Zwei Mafifunktionen pq und pg heifen zueinander singuldr (in Zeichen: pq L
p2), wenn es eine Menge A gibt mit p(A) = pa(AC) = 0.

Ist ein signiertes Maf} v darstellbar als Differenz zweier singulérer Maflfunktio-
nen g3 und po, so nennt man (ug, o) eine Jordan-Zerlegung von v.

Der Zerlegungssatz von Hahn sagt aus, dass es zu jeder signierten Mafifunk-
tion v eine Hahn-Zerlegung gibt.

Analog besagt der Zerlegungssatz von Jordan, dass es zu jeder signierten
Maffunktion v eine Jordan-Zerlegung gibt.

In einer Jordan-Zerlegung (u, 1) von u heifit 4 die positive Variation von
u, - die negative Variation von u. Die Mafifunktion |u| := pu* + p~ nennt
man dann Totalvariation.

Eine Mafifunktion v heifit absolut stetig beziiglich einer Maffunktion u (in
Zeichen: v < ), wenn gilt:

W(A)=0 = u(A)=0

Eine Funktion f : R — R heifit absolut stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein
0 > 0 gibt, sodass fiir jedes endliche System disjunkter halboffener Intervalle

{(a;,b] i e{1,...,n}} mit D0 (b —a;) < ¢ gilt:

D 1) = flai)| < e
=1

Fiir ein Lebesgue-Stieltjes-Mafl pr mit der beschrinkten Verteilungsfunktion
F und das Lebesgue-Maf3 A gilt dann:

prE < A — F' absolut stetig

Der Satz von Radon-Nikodym besagt, dass fiir einen o-endlichen Maf-
raum (2, S, p) und eine beliebige Mafifunktion v auf (2, S), die absolut stetig
beziiglich p ist, eine u-fast tiberall eindeutig bestimmte nichtnegative messbare
Funktion f existiert, so dass gilt:

o) = [ fau

A

f wird oft mit f = g—; bezeichnet und Radon-Nikodym-Ableitung von v
nach p oder auch Radon-Nikodym-Dichte genannt.

Ist (2, S, ) ein o-endlicher Mafiraum und v eine beliebige Maffunktion auf
(€2, S) so gibt es genau ein Paar von Maffunktionen vy, 19, so dass gilt:

V=1 + s mit <<y, roluy

Diese Zerlegung nennt man dann die Lebesgue-Zerlegung von v beziiglich p.
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9 L,-Riume

Sei (2, S, p) ein Mafiraum. Eine messbare Funktion f heifit dann p-fach in-
tegrierbar, wenn gilt:

/f\”du <o (p21)

Die Menge L, aller p-fach integrierbaren Funktionen bildet dann einen Vektor-
raum. Der Faktorraum Ly, := £,/ (mit f ~g <= [ = g p-fast tiberall) ist

1
dann ein normierter Vektorraum mit der Norm | f|, := ([ | f|[P dp)?.

Eine Funktion f : I = [a,b] — R heifit konvex, wenn gilt:
POz (=2 g) A f@)+ (=N fly) YA€) Vaelab)

Erfiillt eine Funktion die umgekehrte Ungleichung, so nennt man sie konkav.

Die Ungleichung von Jensen besagt, dass fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q2, S, P), eine integrierbare Funktion g und eine konvexe Funktion f: R — R

gilt:
f</gdP> < [ fogar

Fiir konkaves f gilt die umgekehrte Ungleichung.

Die Ungleichung von Holder besagt, dass fiir einen Mafiraum (€2, S, p),
p,qe(l,oo)ngit%+%:1undf€£p,g€£qgilt:

f-9e€ly und/]f-g]du< </|f|pdu>é-</|qudu>é

Die Ungleichung von Minkowski besagt, dass fiir f, g € £, auch f4+g € L,
gilt und auflerdem:

1+ glly < [1fllp +[lgllo

Ein Spezialfall der Holder’schen Ungleichung (mit p = ¢ = 2) ist die Cauchy-
Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung:

/f-gdu <112 - lgll2 < +o0

Abschliefend kann man feststellen, dass (L, ||.||,) ein Banachraum ist, d.h.
dass jede Cauchyfolge konvergiert.
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10 Zusammenhang zwischen Integration und Diffe-
rentiation

Die Ableitung einer Lebesgue-Stieltjes-Mafifunktion v beziiglich des Lebesgue-
Mafes A ist definiert als:

C m
Ol e)) mit C(z,¢e) := H(xl —€,xi+¢€)

=1

Dy(z) := gli% NC(2)

Ist v eine Lebesgue-Stieltjes-Mafifunktion mit der Lebesgue-Zerlegung v = v +
1o beziiglich des Lebesgue-Mafles A, dann gilt:

_diy

IDv(x) M-fast iiberall , Dy(zx) = e

Fiir allgemeine Lebesgue-Stieltjes-Mafle gilt das zwar nicht notwendigerweise,

fiir die Zwecke der Vorlesung geniigt allerdings folgende Berechnungsmetho-
dug .

deVOHf:%.

e Sprungstellen von G sind auch Sprungstellen von F

A {OG’(:E)>0 = Fi(x)>0

G(x)fG(f’*“:g = 16l falls pp({x}) > 0

F(z)—F(z nr({x})
f(z) = g,g; falls 3 F'(z), G'(z) und F'(z) > 0
0 sonst

11 Unendlichdimensionale Produktriaume

Ist I eine beliebige Indexmenge und {2; | i € I'} eine Familie von Mengen, so
nennt man [[,.;Q = {f: 1 — UQ | f(i) € Q} das Produkt der ;.
Sind nun (£;, S;) lauter Messrdume, so bildet das System

Li={Ax [[ % |ECI |E|<oc, Ac(R)S:
i€EC i€l

eine Algebra auf [[,.; Q;. Der durch diese Algebra erzeugt o-Ring heifit Pro-
dukt der o-Ringe S; und wird mit §),.; S; bezeichnet.

Mengen der Gestalt A x [[;cpe Qi (mit A C [[;c5 %, [E] < o0) nennt man
Zylinder. Ist A € ;. Si, so spricht man von messbaren Zylindern.

Ein Zylinder der Form A x [];cpe € mit A =[], A; wird Pfeiler genannt.
A ist die Basis des Pfeilers bzw. Zylinders.

Das System der messbaren Pfeiler bildet auf [], ;{2 einen Semiring, dessen
erzeugter o-Ring mit &),.; S; libereinstimmt.
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Ist (£;,S;, P;) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsriumen, so gibt es ein ein-
deutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (J];c; @i, &);c; Si), sodass
gilt:

P HAix 1_[(2Z :HPi(Ai)

iI€E ieEC i€E
Der Existenzsatz von Kolmogorov besagt schliellich, dass fiir eine beliebige

Indexmenge I und eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien

{PE ‘ E C I, |E| < oo, Pg ist Wahrsch.-Verteilung auf (RE, ®B> }
E

mit der Vertréglichkeitsbedingung

E\CE : Pg(A)=Pg(4A) mit A =AxR?\"1 vae B
Ey

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (Rf, @, B) existiert, sodass gilt:

PlAx][R|=Ps4) VAeR)B ECI, |E|<oo
I\E E
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