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1 Grundlagen

In dieser Vorlesung wird versucht, die Qualitdt eines Algorithmus zu untersu-
chen — meist in Hinblick auf die Laufzeit. Dafiir werden die folgenden Notationen
beniitzt:

f(n) =0(g(n)) <= 3FceR", NeN: 0<f(n)<c-g(n) ¥n>N
f(n) =Q(g(n)) = 3FceRT, NeN: 0<c-g(n)<f(n) Vn>N
fn) =0(g(n)) = f(n)=0(gn) A [fln)=0(g(n))

2 Sortierverfahren

Beim Sortieren geht es darum, eine vorgegeben Folge von n Datensétzen mit
Sortierschliisseln k1, ..., k, in aufsteigende (manchmal auch absteigende) Rei-
henfolge zu bringen.

Der Algorithmus Insertion-Sort 16st das Problem, indem er im i-ten Schritt
(i=1,...,n—1) die ersten i Datensétze als sortiert ansieht und den i + 1-ten
Datensatz in diese sortierte Folge passend einfiigt.

Bei Selection-Sort wird im ¢-ten Schritt das Element mit minimalem Schliissel
unter den Elementen A[i], ..., A[n] gesucht und mit dem Element A[i] ver-
tauscht.

Der Algorithmus Merge-Sort funktioniert nach dem Prinzip ,,Divide & Con-
quer”: Zuerst wird das Problem in kleinere Teilprobleme geteilt, diese werden
dann durch rekursives Losen erobert. Anschlieflend werden die Losungen der
Teilprobleme zu einer Losung des Gesamtproblems kombiniert. Und zwar wird
die zu sortierende Folge von Datensétzen so lange immer wieder in der Mitte
geteilt, bis nur noch eine einelementige Folge iibrig bleibt. Die ist dann trivia-
lerweise sortiert, und man kann nun jeweils zwei Teilfolgen zusammenfiigen,
indem man beide Folgen von vorne nach hinten durchgeht und in jedem Schritt
das kleinere der beiden Elemente iibernimmt.

Merge-Sort eignet sich besonders fiirs externe Sortieren, da alle Teilfolgen nur
sequentiell verarbeitet werden, und daher verkette Listen als zugrunde liegende
Datenstruktur verwendet werden kdnnen.

Auch Quicksort verwendet das Prinzip ,, Teile und Herrsche“, nur wird hier zu-
erst eine gewisse Vorarbeit geleistet, bevor aufgeteilt wird: Man wihlt zunéchst
ein sogenanntes Pivot-Element aus (z. B. das letzte Element des zu sortierenden
Feldes) und bringt alle Elemente mit kleinerem Schliissel nach links, jene mit
groferem (oder zumindest mit gleichem) Schliissel nach rechts. Auf diese beiden
Teilfolgen wendet man dann den Algorithmus erneut rekursiv an.

Schliefflich gibt es noch den Heapsort-Algorithmus, der sich beim Sortieren

einer Baumstruktur bedient: Zuerst wird ein sogenannter Heap konstruiert,

das ist eine Folge von Schliisseln ki, ..., k,, die alle die Bedingung k; < k[ i
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(i = 2,...,n) erfullen. Man kann sich einen Heap auch als bindren Baum
vorstellen, in dem der Schliisselwert eines Kindes immer kleiner oder gleich dem
Schliisselwert seines Elternknoten ist. Hat man den Heap (durch , Versickern®
der ,falsch platzierten“ Elemente — d. h. durch fortlaufendes Vertauschen mit
ihrem groiten Kind, solange die Heap-Bedingung verletzt ist) konstruiert, so
gibt man den Schliisselwert an der Wurzel (das ist der grofite des ganzen Heaps)
aus und ersetzt ihn anschliefend durch den letzten Schliissel im Heap, den man
wieder versickern ldsst. Dann gibt man wieder das Element an der Wurzel aus,
u.s. w.

Einen Uberblick iiber die Laufzeit der erwihnten Algorithmen bietet die fol-
gende Tabelle:

Durchschnittliche Laufzeit |
Insertion-Sort O(n?)
Selection-Sort O(n?)
Merge-Sort O(n -logyn)
Quicksort O(n -logyn)
Heapsort ©(n -logyn)

Die quadratische Laufzeit von Selection-Sort rithrt nur von der hohen Anzahl
von Vergleichen her, Datenbewegungen finden nur ©(n) statt. Sind die Ver-
gleiche also billig im Verhéltnis zu den Datenbewegungen, so ist Selection-Sort
durchaus brauchbar.

In der Praxis ist Quicksort der beste Algorithmus, allerdings benétigt er im
Worst-Case O(n) zusétzlichen Speicherplatz.

Mit Hilfe eines Entscheidungsbaumes kann man auch zeigen, dass man zumin-
dest die Zeit Q2(n-log, n) bendtigt, um eine Zahlenfolge von n Zahlen zu sortier-
ten. Anders formuliert: Merge-Sort, Quicksort und Heapsort sind asymptotisch
optimale Sortieralgorithmen.

Hat man allerdings spezielle Schliissel gegeben — zum Beispiel [-stellige Dezi-
malzahlen — so kann man durchaus auch in linearer Worst-Case-Zeit sortieren:
Beim Sortieren durch Fachverteilen werden die Zahlen zunéchst nach ih-
rer Einerziffer auf zehn Ficher verteilt und anschlieBend wieder (beginnend
bei Fach ,,0 bis Fach ,9“) ,eingesammelt“. Dann wendet man das Verfahren
nochmals an, nur dass diesmal nach der Zehnerstelle sortiert wird, u.s. w.

3 Suchverfahren

Beim Suchen in groflen Datenmengen empfiehlt es sich auch, nicht das naive
lineare Suchen auszufiihren, das im Durchschnitt ©(n) Zeit benétigt, da das
zu durchsuchende Feld einfach von vorne bis hinten durchgegangen wird, son-
dern die Daten einmal zu sortieren und dann die bindre Suche anzuwenden:



Dabei wird der Schliissel in der Mitte des Feldes mit dem gesuchten Schliissel
verglichen. Ist erster grofler, so wird die Suche rekursiv in der ersten Hélfte des
Feldes fortgesetzt, andernfalls in der zweiten. So kann man (in bereits sortierten
Datenmengen) in der Zeit ©(logn) suchen.

3.1 Binire Suchbiume

Ein Baum ist eine Datenstruktur, die aus Knoten und (gerichteten) Kanten
besteht, wobei zwischen je zwei Knoten genau ein Pfad existiert. Meist wird
ein Knoten als Wurzel ausgezeichnet. Die Hohe h(T') eines Baumes 7T ist die
Lénge des lingsten Pfades von der Wurzel zu einem Unterknoten. Die Tiefe
eines Knotens ist die Lange des Pfades von der Wurzel zu diesem Knoten. Ein
Knoten, der keine Kinder besitzt, heif3t Blatt, andernfalls innerer Knoten.
Ein Baum, bei dem jeder Knoten maximal zwei Kinder besitzt, wird als bin&rer
Baum bezeichnet.

FEin bindrer Suchbaum erfiillt noch zusétzlich die binédre Suchbaumeigen-
schaft: Jeder Knoten y im linken Unterbaum eines Knoten z erfiillt y.key <
x.key, und jeder Knoten z im rechten Unterbaum von x erfiillt z.key > z.key.

Bei derartigen Suchbdumen sind die Operationen Minimum, Mazimum, Pre-
decessor, Successor, Suchen, Einfigen und Entfernen alle in der Zeit O(h(T))
moglich. Beim Entfernen muss nur beachtet werden, dass im Falle der Entfer-
nung eines Knoten mit zwei Kindern dieser durch den Predecessor oder den
Successor zu ersetzen ist.

Leider ist nicht garantiert, das h(7") nicht in ©(n) liegt (z. B. wenn der ,,Baum*
zur linearen Liste entartet). Das garantieren nur passend balancierte Baume.

3.2 AVL-Biume

AVL-Biume sind spezielle binére Suchbdume, bei denen garantiert ist, dass
kein entarteter Baum vorliegt, indem nach jedem Einfiigen oder Entfernen pas-
send balanciert wird: Die Balance eines Knoten x ist definiert als Differenz
zwischen der Hohe des rechten und der des linken Unterbaumes von z. Ein
Baum heifit dann balanciert, wenn die Balance jedes Knoten —1, 0 oder 1
betrégt.

Durch sogenannte Rotationen wird sichergestellt, das nach jedem FEinfiigen
und Entfernen die Balance erhalten bleibt: Besteht an einem Knoten x ein dop-
pelter Uberhang links bzw. rechts (d. h. bal(x) = —2, bal(z.left) = —1 V 0 bzw.
bal(z) = 2, bal(xz.right) =1 V 0), dann fithrt man eine einfache Rotation nach
links bzw. rechts an = durch. Besteht an einem Knoten z ein Uberhang links-
rechts bzw. rechts-links (d.h. bal(z) = —2, bal(z.left) = 1 bzw. bal(z) = 2,
bal(x.right) = —1), so muss man eine Doppelrotation links-rechts bzw. rechts-
links durchfiihren.

Alle diese Rotationen sind in der Zeit O(1) moglich. Da ein AVL-Baum maximal
die Hohe O(logn) besitzt, konnen alle oben erwéhnten ,, Baum-Operationen® in
der Zeit O(logn) durchgefiihrt werden.



3.3 B-Biaume

Sind die Daten extern gespeichert, so méchte man moglichst wenig Zugriffe
auf die externen Datentriager. Dazu fasst man mehrere Knoten eines binéren
Suchbaumes zu einer Speicherseite zusammen, die dann als ganzes geladen wird.
Es entsteht so ein Baum mit mehr als einem Schliissel pro Knoten und mehr
als zwei Kindern.

Fin B-Baum der Ordnung m ist schlieffilich ein Baum mit folgenden KEigen-
schaften:

(1) Jedes Blatt besitzt dieselbe Tiefe.

(2) Jeder Knoten (auBer der Wurzel und der Blétter) besitzt mindestens | %]
Kinder. Die Wurzel hat mindestens 2 Kinder.

(3) Jeder Knoten besitzt hochstens m Kinder.
(4) Jeder Knoten mit [ Schliisseln hat [ + 1 Kinder (I > 1).

(5) Fiir jeden Knoten mit den [ Schliisseln sq, ..., s; und den [ 4+ 1 Kindern
U1, ..., U4 gilt: Alle Schliissel im Teilbaum 7T;_; (jener Teilbaum mit
Wurzel v;_1) sind kleiner oder gleich s;, und alle Schliissel im Teilbaum
T; sind grofler oder gleich s; (1 < i <1).

In einem B-Baum der Ordnung m gilt:

(1) Die Anzahl der Blétter ist genau um eins grofer als die Anzahl der
Schliissel (Beweis mittels Induktion nach der Hohe des Baumes).

(2) Hat der Baum die Hohe h, so gilt fiir die minimale Blattanzahl Ny, und
die maximale Blattanzahl Ny.x:

mAh-1
Nuyin = 2 ’75—‘ Nmax:mh

(3) Hat der Baum N Schliissel, so gilt fiir die Hohe h:

N +1

log,,(N+1)<h<1+ log(mw <2>
2

Mit anderen Worten: Die typischen ,,Baum-Operationen“ konnen in der Zeit
O(log n) durchgefiihrt werden.

Beim Einfiigen ist zu beachten, dass im Gegensatz zu den bindren Suchb&umen
die B-Baume immer nach oben wachsen: Ist ein Knoten nach dem Einfiigen eines
neuen Schliissels ,iiberfiillt“, so wird der [%w -te Schliissel in den Elternknoten
iibernommen. So schreitet man rekursiv fort, bis man wieder einen giiltigen B-
Baum erreicht hat.

Beim Entfernen macht man es genau umgekehrt: Wenn nétig, ,,borgt® man sich
einen Schliissel von einem Geschwisterknoten aus, oder man verschmilzt zwei
Geschwisterknoten.



4 Hashverfahren

Beim Hashen werden Datensétze in einer Tabelle gespeichert, wobei sich die
Speicheradresse aus dem Schliissel durch eine sogenannte Hashfunktion er-
gibt. Diese Hashfunktion wird meist nach einer der beiden folgenden Methoden
gewihlt:

e Divisions-Rest-Methode: h(k) = k modm
e Multiplikationsmethode: h(k) = |m- (k- A— |k-A])]

Erstere ist dabei letzterer iiberlegen, sofern m gut gewéhlt wird, d. h. moglichst
eine Primzahl, die kein 7" + j teilt und weit weg von einer Zweierpotenz ist. Bei

letzterer Methode ist die Wahl von m unkritisch, sofern A gut — d. h. moglichst

V5-1
2

eine irrationale Zahl, am besten — gewéhlt wurde.

Die Behandlung von Kollisionen — d. h. zwei Schliissel besitzen denselben Wert
unter der Hashfunktion — kann entweder durch Verkettung der Uberlaufer
erfolgen (d.h. jedes Tabellenelement der Hashtabelle ist eine lineare Liste, in
der alle Schliisseln mit der entsprechenden Speicheradresse aufgenommen wer-
den) oder mittels offenen Hashverfahren:

Ersteres eignet sich besonders fiir den Einsatz in Externspeichern, da nur Zei-
ger verindert werden. Allerdings wird fiir die Zeiger zusétzlicher Speicherplatz
bendtigt.

Beim Double Hashing werden alle Elemente in der Hashtabelle gespeichert. Zur
Kollisionsbehandlung wird die Hashfunktion auf zwei Argumente erweitert, und
es werden der Reihe nach die Plitze h(k,0), ..., h(k,m — 1) ausprobiert. Die-
se sogenannte Sondierungsreihenfolge kann sich auf verschiedene Art und
Weise ergeben:

e lineares Sondieren: h(k,i) = (hi(k) + i) modm
e quadratischen Sondieren: h(k,i) = (hi(k) 4+ c1 -1+ c2 -i2) modm
e Double Hashing: h(k,i) = (hi(k) 4+ i - ho(k)) modm

Bei den ersten beiden Methoden treten jedoch sogenannte primére bzw. se-
kundidre Hiufungen auf, die beim Double Hashing unterbleiben. Dort ist
jedoch wiederum darauf zu achten, dass ggT(ha(k), m) = 1 fiir alle k ist, an-
dernfalls wird nicht die gesamte Tabelle durchsucht.

In der Praxis arbeitet Double Hashing sehr gut und kann durch die Verbes-
serung nach Brent sogar noch etwas schneller gemacht werden: Ist der Spei-
cherplatz, auf dem man ein neues Element k einfiigen mochte, bereits durch
k" belegt, so kann man iiberpriifen, ob fiir &’ leicht ein neuer Platz gefunden
werden kann (d. h. ob der niichste Platz in der Sondierungsreihenfolge fiir &’ frei
ist). Wenn ja, wird &’ verschoben, und & nimmt dessen Platz ein. Andernfalls
wird ganz normal mit &k fortgefahren.



5 Graphen

Ein Graph ist ein Tupel (V, E'), wobei V die (endliche) Menge der Knoten und
E CV xV die Menge der Kanten ist. Man nennt zwei Knoten benachbart
oder adjazent, wenn eine Kante die beiden Knoten verbindet. Jede Kante ist
mit ihren beiden Endknoten inzident. Die Menge Nt (v) bezeichnet die Menge
aller in v eingehenden, N~ (v) die Menge aller von v ausgehenden Kanten. Der
Knotengrad d(v) ist definiert als die Anzahl der zu v inzidenten Kanten.

Fin Graph kann entweder iiber eine Adjazenzmatrix oder eine Adjazenzli-
ste beschrieben werden. Ist der Graph ,,diinn* besetzt, so eignet sich letzteres
besser, ist er sehr ,,dicht®, so ist ersteres geeigneter.

Man kann einen Graphen nun auf Zusammenhang (d.h. dass jeder Knoten
von jedem anderen Knoten aus erreicht werden kann) testen, indem man bei
einem Knoten startet, diesen markiert, und zu einem (noch nicht markierten)
adjazenten Knoten wechselt. So fihrt man rekursiv fort, bis man keinen adja-
zenten, nicht markierten Knoten mehr findet. Dann ,,geht“ man seinen Pfad
wieder zuriick und versucht, von den frither besuchten Knoten zu noch nicht
besuchten Knoten zu gelangen. Sind am Ende dieser Prozedur alle Knoten mar-
kiert, so ist der Graph zusammenhéngend.

Auf #hnliche Weise kann man die Zusammenhangskomponenten bestim-
men: Man muss nur nach dem ersten ,,Durchlauf“ mit einem noch nicht be-
suchten Knoten analog weitermachen — allerdings muss man die Knoten anders
markieren. So fihrt man fort, bis alle Knoten markiert sind.

Auch die Kreissuche verlauft dhnlich: Man iiberpriift nach dem ,, Weiterge-
hen“ zu einem adjazenten, noch nicht markierten Knoten einfach, ob man zu
einem markiertem Knoten (aufler dem unmittelbaren Vorgénger, den man so-
eben verlassen hat) zuriickkehren kann. Wenn ja, dann hat man einen Kreis
gefunden.

6 Optimierung

Bei der Optimierung geht es darum aus mehreren Losungen die (in einem
gewissen Sinn) ,optimale“ zu finden, z. B. minimale Spannbéume, das Hand-
lungsreisendenproblem, das Rucksackproblem, etc.

6.1 Greedy-Algorithmen

Greedy-Algorithmen sind , gierige* Verfahren zur Losung von Optimierungs-
aufgaben, wobei in jedem Schritt die lokal beste Losung gewihlt wird, und diese
einmal getroffene Wahl nie wieder gedndert wird. Diese Algorithmen fiihren je-
doch nur in seltenen Fillen zur optimalen Losung, wie zum Beispiel der Algo-
rithmus von Kruskal zur Bestimmung eines minimalen Spannbaumes eines



Graphen: Hat man einen (zusammenhéngenden) Graphen (V, E') gegeben, wo-
bei jeder Kante e; ein Kantengewicht w; zugeordnet ist, so ist der minimale
Spannbaum ein zusammenhéngender, kreisfreier Graph, der alle Knoten mit-
einander verbindet, und dessen Gesamtgewicht minimal ist. Nach Kruskal sor-
tiert man die Kanten geméf ihrem Gewicht aufsteigend, und nimmt iterativ die
néichsthohere Kante in den Spannbaum auf, sofern dadurch kein Kreis erzeugt
wird. So erhélt man den minimalen Spannbaum.

6.2 Enumerationsverfahren

Bei den Enumerationsverfahren werden alle Losungen aufgeziahlt und aus
diesen dann die optimale ausgew#hlt. Allerdings kann das Bestimmen aller
Losungen sehr lange dauern.

Man kann dieses Verfahren zum Beispiel auf das Rucksackproblem anwenden:
Man hat eine Menge von N Gegenstinden ¢ mit Gewicht w; und Wert ¢; sowie
einen Rucksack mit Fassungsvermotgen K gegeben. Nun geht es darum, die
Gegenstéinde mit moglichst hohem Gesamtwert einzupacken, ohne die Kapazitit
des Rucksacks zu iiberschreiten.

Auch das Acht-Damen-Problem kann mittels Enumeration gelost werden.
Es geht dabei darum, acht Damen — oder allgemeiner: n Damen — so auf einem
n x n-Schachbrett zu platzieren, dass sie einander nicht bedrohen. Bei der Enu-
meration sollte man allerdings beachten, dass in jeder Zeile und jeder Spalte
genau eine Dame stehen muss, damit die Aufgabe iiberhaupt erfiillt werden
kann. Beachtet man das nicht, so erreicht der Aufwand ©(n?"*2).

6.3 Dynamische Programmierung

Bei der dynamischen Programmierung zerlegt man das Problem in Teil-
probleme, die jedoch voneinander abhéingig sind.

Mit ihrer Hilfe kann die Losung des Rucksackproblems deutlich vereinfacht
werden: Man betrachtet zuerst nur die ersten ! Gegenstéinde und merkt sich fiir
alle moglichen Werte ¢ diejenigen Losungen, die das kleinste Gewicht ergeben. In
der Praxis macht man das durch einen Entscheidungsbaum: Die Verzweigungen
vor der i-ten Ebene entscheiden dariiber, ob das i-te Element aufgenommen wird
oder nicht. In den Knoten wird das jeweilige (¢, w)-Paar gespeichert. Treten
in einer Ebene Paare mit gleichem c-Wert auf, so wird nur jene Losung mit
kleinerem Gewicht weiterverfolgt, die andere wird verworfen. Gleiches geschieht
mit Paaren (¢, w) mit w > K. In der letzten Ebene sucht man dann unter jenen
Paaren (c,w) mit w < K dasjenige heraus, das den grofiten Wert besitzt, und
hat somit die Losung gefunden.
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