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Einleitung

Im Tierreich kommt es oft zu Kémpfen zwischen zwei Individuen derselben
Gattung (um ein Revier, ein Weibchen, etc.). Jedoch treten nur sehr selten so-
genannte , Beschidigungskampfe® (d.h. ,richtige* Kampfe, bei denen dem
Verlierer iiblicherweise Verletzungen zugefiigt werden), sondern vielmehr soge-
nannte , Kommentkadmpfe*“ (d. h. ritualisierte Kémpfe praktisch ohne Verlet-
zungsgefahr) auf. Mit Hilfe der Spieltheorie kann die Frage nach dem Warum
beantwortet werden.

1 Grundlagen

Bei einem Spiel gebe es n sogenannte ,,reine“ Strategien Fi, Fs, ..., E,,
die von den Spielern eingesetzt werden kénnen. Bezeichne auflerdem a;; die
mittlere Auszahlung an einen E;-Spieler beim Spiel gegen einen FEj;-Spieler, so
ist die Auszahlungsmatrix A gegeben durch

A= (aij)ij=12..n

Gemischte Strategien p = (p1, p2, -+, p) sind nun Strategien, bei denen
Fy mit Wahrscheinlichkeit p;, Fo mit Wahrscheinlichkeit po, ..., E, mit Wahr-
scheinlichkeit p, gespielt werden. Das macht natiirlich nur dann Sinn, wenn
p € S, wobei

n
Sn:{(plap27"'7pn)€Rn plzo Vi = 1,2,...,7’L A Eplzl}
=1

das Strategiensimplex genannt wird.

Die mittlere Auszahlung an einen p-Spieler beim Spiel gegen einen q-Spieler
ist dann gegeben durch:

Y aijpi-gi=p-A-q"
i

2 Nash-Gleichgewichte

Ist A € R"*? eine Auszahlungsmatrix, so heiit p € S,, ein spieltheoretisches
Gleichgewicht oder Nash-Gleichgewicht (beziiglich A), wenn p eine beste
Antwort auf sich selbst ist, d. h.

p-A-pl>x-A-p’ Vx €S,

Weiters bezeichne N(A) die Menge der Nash-Gleichgewichte zur Auszahlungs-
matrix A.



BEsgilt: p € N(A) <= Vic{l,2,...,n}: pAp’ >eAp’.
Sei N :={1, 2, ..., n}. Es bezeichne
suppx :={i € N | z; # 0}
den Tréger von x € S, und
J(z) = {z eEN ’ e AxT = XAXT}

die J-Menge von x.

Weiters sei fiir alle I C N definiert

S(I) := {p€Sy|suppp =1}
Ni(4) = N(A)nS{I)

Es gilt dann fiir p € N(A)
suppp C J(p)
Im Folgenden sei ) 1 C N ={1,2, ..., n}.
Weiters gilt folgendes Kriterium fiir Nash-Gleichgewichte:
peN(A) < peSU) AN JceRmit
(i) e;Ap!l =c¢ Viel
(ii) eAp? <c¢  Vie N\I

Daraus lisst sich folgende Berechnungsmethode fiir die Nash-Gleichgewichte
mit Tréger I herleiten:

(1) Man bestimme die Losungen des Gleichungssystems
Zaij‘pj = c Viel

jel

dp =1

Jel
(2) Fiir alle Losungen iiberpriiefe man die Bedingungen

(a) pj >0 VjeI
(b) Yjeraij-pj<c  Vie N\I

Schliefllich kann man noch zeigen, dass sich die Menge der Nash-Gleichgewichte
nicht d&ndert, wenn man zu jedem Element in einer fixen Spalte der Auszahlungs-
matrix dieselbe Zahl addiert bzw. wenn man die gesamte Auszahlungsmatrix
mit einer positiven Konstanten multipliziert.



3 Evolutionsstabilitiat

Ist A € R™*? eine Auszahlungsmatrix, so heifit p € S, eine evolutionsstabile
Strategie (ESS) beziiglich A, wenn gilt

(1) p e N(4)

(2) Yq € S,\{p} mit qAp” = pAp” gilt: pAq” > qAq".
Weiters bezeichne E(A) die Menge der evolutionsstabilen Strategien beziiglich
der Auszahlungsmatrix A.

Ein p € S, ist eine ESS genau dann, wenn fiir alle q € S, \{p} gilt:

Je>0: Vde(0,¢e): pA((l—é)p—i—(Sq)T >qA((1—<5)p—|—5q)T

Es gilt fiir p € N(A) und q € E(A) mit p #q

suppp € J(q)

und damit auch
suppp ¢ suppq

Daher gibt es zu jedem Tréger I hochstens eine ESS.

Kennt man die Nash-Gleichgewichte zu einer Auszahlungsmatrix A, so kann
man mit Hilfe des folgenden Satzes iiberpriifen, ob diese auch evolutionsstabil
sind. Es gilt ndmlich: p € N(A) ist genau dann eine evolutionsstabile Strategie,
wenn fiir alle x € R"™ mit

(1) suppx C J(p)
(2) z;>0Vie J(p)\suppp

(3) iz =0

gilt: xAxT < 0.

Auch hier gilt wieder, dass sich, wenn man zu jedem Element in einer fixen
Spalte der Auszahlungsmatrix dieselbe Zahl addiert bzw. wenn man die gesamte
Auszahlungsmatrix mit einer positiven Konstanten multipliziert, die Menge der
ESS nicht dndert.

4 Das Falken-Tauben-Modell

In diesem Modell stehen die , Falken“ fiir den Beschiddigungskampf, wihrend
die ,,Tauben“ den Kommentkampf symbolisieren. Treffen ein Falke und eine
Taube aufeinander, so rdumt die Taube ohne zu kimpfen das Feld; treffen zwei



Falken bzw. zwei Tauben aufeinander, so kommt es zu einem Beschidigungs-
bzw. einem Kommentkampf, den genau einer der beiden Kontrahenten gewinnt
(wobei die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir beide Parteien % betrage). Der Sieger
des Kampfes erhilt das umkampfte Territorium o. A. vom Wert W, der Verlierer
geht leer aus (wobei er im Fall eines Beschiddigungskampfes noch Verletzungen
erleidet, die im die Kosten K verursachen).

Sei 0 < W < K. Dann erhdlt man die Auszahlungsmatrix

W-K W)
A:( 2
oo

wobei F4 einen Falken symbolisiere und FEs eine Taube.

Man erhilt so das (einzige) Nash-Gleichgewicht p = ( % , 1 — % ) Dieses ist

auch eine evolutionsstabile Strategie.

5 Tragermuster von ESS

Wie schon erwihnt, gibt es zu jedem I C N hochstens ein p € E(A) mit
suppp = 1.

Man nennt nun die Menge

M(A) = {suppp | p € E(A)}
ein Muster der Auszahlungsmatrix A.

Dieser Begriff tritt auch bei speziellen Halbordnungen auf: Ein Muster ist
eine beliebige Antikette von (P(N), C) (wobei eine Antikette eine Menge von
Elementen einer Halbordnung, die alle paarweise unvergleichbar sind, ist).

Ein derartiges Muster M heifit erreichbar, wenn es eine Auszahlungsmatrix
A gibt, sodass M(A) = M ist.

Zwei Muster M7 und M> heiflen dquivalent, wenn es eine Permutation 7 gibt,

sodass My = {m(A) | A € My} ist.

Schlieflich nennt man ein Muster maximal erreichbar, wenn es erreichbar ist
und in keinem anderen erreichbaren Muster echt enthalten ist.

Nun stellt sich natiirlich die Frage nach der Konstruktion der erreichbaren Mu-
ster. Dazu kann man folgenden Satz verwenden:

Sei G ein schlichter, ungerichteter Graph mit der Knotenmenge N = {1, ..., n}.
Dann ist die Menge der Knotenmengen samtlicher maximaler vollstdndiger Teil-
graphen ein erreichbares Muster.

Leider bedeutet das natiirlich nicht, das man auf diesem Weg alle erreichba-
ren Muster erhilt. So sind beispielsweise fiir den Fall n = 5 noch nicht alle
erreichbaren Muster bekannt.

Es sind aber nicht alle Muster erreichbar: Ist M ein Muster, i,j,k € N (paar-
weise verschieden) und {i,j}, {4, k}, {k,i} € M, so ist M nicht erreichbar.



6 Anzahl von ESS

GeméB dem Sperner’schen Lemma gilt fiir eine Antikette A in (P(N), C):

= y)

Daher gilt fiir eine Auszahlungsmatrix A € R™*™:
2n
< 131 )~ 7

7 Spieldynamische Gleichungen

7.1 Spieldynamische Differenzengleichung

Bezeichne z; j, die relative Héufigkeit, mit der die i-te reine Strategie zum Zeit-
punkt k gespielt wird. Dann gilt:
Tijt1 = Tif + Tif - (eiAxg — xkAxf)

Beim Falken-Tauben-Modell liefert die Anwendung der Gleichung fiir ; j, durch
Linearisieren um den Gleichgewichtspunkt %:

x NK—F 1—K 1—K ' x W
Lk 9 K L0

—0 falls 1-4 (1-3)|<1

falls o ~ %W und 1= (1-%)| <1 = T (1-%)<2

7.2 Spieldynamische Differentialgleichung

Bezeichne x;(t) die relative Haufigkeit, mit der die i-te reine Strategie zum
Zeitpunkt t > 0 gespielt wird. Dann gilt:
i = (e; —x(t)) - A-x(t)T - ;(¢) (1)

Beim Falken-Tauben-Modell liefert die Anwendung der Gleichung fiir z1 () (wie-
der durch Linearisieren um den Gleichgewichtspunkt %)

n1 () % o+ exp (JZ (1 _ V;) t) | <$1(0) B v;(/>

—0  (monoton)

falls nur x1(0) ~ %

Ist p € E(A), so ist p ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt von (1),
und es gibt eine Umgebung U von p, sodass jede ganz in U verlaufende Losung
von (1) gegen p strebt.

Ist sogar p € E(A)NS,°, so strebt jede ganz in S,,° verlaufende Losung von

n
(1) gegen p.



8 Kooperation von Spielern

Hier geht es um das klassische Gefangendilemma: Zwei Gefangen, die sich in
getrennten Zellen befinden, sollen ein gemeinsam veriibte Tat gestehen. Wenn
beide gestehen, werden sie zu sieben Jahren Haft verurteilt; gesteht nur einer,
so wird dieser als Kronzeuge auf freien Fufl gestetzt, wihrend der andere zu
zehn Jahren Haft verurteilt wird; gesteht keiner der beiden, so bleiben sie ein
Jahr in Untersuchungshaft. Das ergibt (mit £y =, Gestehen“ und Fy = ,Nicht
gestehen“) die Auszahlungsmatrix

-7 0
A= ( —-10 -1 >
Unabhéngig von der Strategie des anderen hat man also die grofite Auszahlung

bei Spiel von G. Allerdings hiitten beide Spieler (bei Kooperation) N wihlen
konnen, was fiir beide Spieler besser gewesen wére.

9 Asymmetrische Spiele

Hier hat man zwei Populationen, die beide unterschiedliche Strategien haben:
Die erste Population kann zwischen den (reinen) Strategien Fi, Eso, ..., E,
wéhlen, wihrend der zweiten Population die (reinen) Strategien Fy, Fy, ..., F,
zur Auswahl stehen. Es bezeichne b;; die mittlere Auszahlung an einen Ej-
Spieler beim Spiel gegen einen Fj-Spieler, und cj; die mittlere Auszahlung an
einen F)j-Spieler beim Spiel gegen einen Ej;-Spieler (1 <i<n,1<j <m).

9.1 Nash-Gleichgewichte

Das Paar (p,q) € Sy, x Sy, heifit Nash-Gleichgewicht (beziiglich B und C),
wenn gilt

xBq Vx €5,
yCp Vye€es,

pBq
qCp

A\VARAYS

Es gelten (sehr) dhnliche Aussagen wie im symmetrischen Fall, die hier nicht
ausfiihrlich erldutert werden sollen.

9.2 Evolutionsstabilitit

Der Begriff der Evolutionsstailitét lidsst sich im asymmetrischen Fall nicht
sinnvoll definieren: Entweder ergibt sich E(B,C) C {e1,...,e,} x{e1,...,en},
oder iiberhaupt F(B,C) = (.



9.3 ,,Kampf der Geschlechter*

Hierbei geht es um das Engagement bei der Aufzucht der Nachkommen:

e Minnchen sind entweder flatterhaft (F; = F'), d.h. sie kiitmmern sich
nicht um den Nachwuchs, oder treu (E; =T)).

e Weibchen sind entweder spréde (F; = S), d.h. sie bestehen auf langer
Verlobungszeit, oder willig (Fy = W).

Treffen F' uns S aufeinander, so entstehen keine Nachkommen, in allen anderen
Fillen schon (Gewinn pro Partner: G). Die Brutpflege verursacht Kosten von
2K (wird von einem T-Minnchen zur Hilfte getragen), und eine lange Verlo-
bungszeit kostet jeden Partner S. Das ergibt die beiden Auszahlungsmatrizen

0 G
B = (G—K—V G—K)
o o_ 0 G-K-V
N G —-2K G-K
Man erhilt fir K +V < G < 2K (G, K,V > 0) folgendes Nash-Gleichgewicht:

v - {((visio viite) (otv )]
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