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Einleitung

Die mathematische Okologie beschiiftigt sich mit der Dynamik von Populatio-
nen und der Wechselbeziehung zwischen verschieden Populationen.

Diese Zusammenfassung stellt einfache Populationsmodelle vor, die in der Vor-
lesung ,,Mathematische Okologie“ besprochen wurden.

1 Einfachste Modelle

Die sogenannte ,, Kaninchenfolge“ von Fibonacci stellt ein sehr einfaches Bei-
spiel eines Populationsmodells dar. Da diese Folge ein ,,Klassiker ist, der jedem
Mathematiker bekannt sein diirfte, méchte ich darauf nicht weiter eingehen.

Weitere sehr einfache Modelle gehen von konstanten Wachstumsraten aus: Be-
zeichne § die Geburtenrate, d. h. die Anzahl der neuen Individuen, die jedes
einzelne Individuum (durchschnittlich) pro Zeiteinheit zur Welt bringt, p die
Sterberate, d. h. die Anzahl der Individuen, die (durchschnittlich) pro Zeitein-
heit und Individuum ums Leben kommen, und r := §— i die Wachstumsrate.
Dann lassen sich folgende einfache Modelle aufstellen:

Diskretes Modell Kontinuierliches Modell
z(t+At) = (1+7r-Af)-x2(t) +o(At
I I - R ) - a(t) + o(At)
= = (1+r)k-2 —alt) = r-at)
0 — z(t) = x(0)-e"

2 Stochastische Modelle

2.1 Zeitlich diskretes Modell

Seien R; (1 =0, 1, 2, ...) Zufallsvariablen, Xy := xy > 0. Dann definiert man:

Xpy1 = (14 Rg) - Xy,

Sind die R; i.i.d. Zufallsvariablen mit V[In(1 + R;)] > 0 und b € R* beliebig,
so gilt (wie mit Hilfe des starken Gesetzes der groien Zahlen bewiesen werden
kann):

(1) Eln(1+R)] <0 = nlLH;OP[Xn <b =1
(2) Eln1+R;)] >0 = lim P[X,>b =1

n—oo

Hilfreich — vor allem fiir Fall (1) — ist moglicherweise folgende Beziehung (die
iiber die Taylorreihe von Inz mit Anschlussstelle E [X] bewiesen werden kann):

E[ln X] < InE[X] fir X,E[X],V[X] >0und X <ceRT



2.2 Zeitlich kontinuierliches Modell

Bezeichne xg die Grofie der Population zum Zeitpunkt 0, X (¢) die Populations-
groBe zum Zeitpunkt ¢ € [0,00) und p,(t) := P[X(t) = n]. Weiters gelte

pmAt + o( At) firn=m-—-1
1 — (B84 u)ymAt +o(At) fiirn=m

PX(t+At)=n|X(t) =m]= 5méﬁt+g()m) (30 firn=m+1
o(At) sonst

Das fiihrt zu den Differentialgleichungen

po(t) = p-pi(t)
Pat) = B(n—1)pna(t) = (B4 wnpa(t) + p(n + Dpnia(t) Vo =1

Berechnung von E [X (¢)] bzw. V [X (¢)] iiber %E [X(t)] bzw. %E [X(2)?] zeigt:

E[X(t)] = zg-e"
Btu . ottt (Tt iir
vixo) = { g S

Sei T}, die Lénge jenes Zeitintervalls, in dem die Populationsgrofle k£ betrégt, und
qr(t) die Wahrscheinlichkeit, dass die Populationsgréflie in einem Zeitintervall
der Lange t konstant bleibt, wenn sie zu Beginn den Wert k£ hat. Dann gilt:

a(t) = e~ (B+u)kt
T, ~ Exp((8+ pk)

Definiert man F(z,t) := >, 5o pn(t) - 2", so erhilt man durch partielle Diffe-
rentiation die partielle Differentialgleichung

F,— (Bx—p)Fy =0

die mit Hilfe der Losungsmethode in Kasten 1 (siehe Seite 3) gelost werden kann.
Man erhélt so po(t) = F(0,t) und stellt fest, dass fiir » < 0 die Population mit
Wahrscheinlichkeit 1 ausstirbt. Fiir den Aussterbezeitpunkt 7" gilt dann:

ET)]<>o <= r<0

3 Modelle mit dichteabhingigem Wachstum

3.1 Zeitlich diskretes Modell

Hier gilt: xp11 = (1 + r(xg)) -

Sinnvollerweise fordert man von der Funktion r(z):
(1) (0

(2) r(x
(3) r(K) =0 fiir ein passendes K € Rt (Umweltkapazitiit)

):?”0>0
)

streng monoton fallend in x



Hat man eine partielle Differentialgleichung der Gestalt

a(z,y) - ze +b(z,y) -2y =0

gegeben, so berechne man die allgemeine Losung f(z,y) = C der
gewOhnlichen Differentialgleichung

dy _ b(z,y)

dr  a(z,y)

Dann ist die Funktion

z(z,y) == g(f(2,y))

mit beliebiger differenzierbarer Funktion g die allgemeine Loésung der
urspriinglichen partiellen Differentialgleichung.

Kasten 1: Losung einer partiellen Differentialgleichung

Setzt man r(x) der Einfachheit halber linear an, so erhélt man

Trr1 = f(or) mit f(x):<1+7“0'(1—%)>'$

wobei sich fiir 79 < 3 ,sinnvolle* Rekursionen ergeben (d.h. fiir alle £ € N ist
x> 0).

Fiir rop < 2 ergeben sich die zwei Gleichgewichtspunkte 7; = 0 (instabil)
und T3 = K (asymptotisch stabil), d.h. die konstanten Folgen Z; bzw. T3
sind Losung der Rekursionsgleichung x4, = f(x). Fiir 2 < ry < v/6 sind 7
und T3 instabil, allerdings gibt es einen asymptotisch stabilen Zweierzyklus
(Ta, T4, To, T4, ...), d.h. die konstanten Folgen To bzw. T, sind Losung der
Rekursion z341 = f?(x}). Dann wird auch dieser Zweierzyklus instabil, aber
es existiert dafiir ein stabiler Zyklus der Lénge 4, u.s. w. Dieses Phénomen be-
zeichnet man als Bifurkation.

Ab rg = 2.570 gibt es Zyklen beliebiger Léinge, und die Losungsfolgen weisen
ein stochastisch anmutendes Verhalten auf. Man spricht daher vom determi-
nistischen Chaos (siehe auch Kasten 2 auf Seite 4).

3.2 Zeitlich kontinuierliches Modell

Hier gilt: &(t) = r(x(t)) - z(t)
Ein analoger Ansatz fiir r(x) wie vorhin liefert:
x

i(t) = f(z(t)) mit f(z)=ry-x- (1 _ g)

Wieder gibt es zwei Gleichgewichtspunkte, ndmlich Z; = 0 (instabil) und s =
K (asymptotisch stabil).

K-z(0)
(0)+(K—=(0))-e~"0*

Die allgemeine Losung lautet: z(t) = —

3



Period 3 implies Chaos

Sei f: M — M, n € NT' und a € M. Dann heifit a ein n-periodischer
Punkt von f, wenn gilt:

f(@), £2(a), ... fr @) £a A f(a)=a

Bezeichne P, (f) die Menge der n-periodischen Punkte von f. Dann sind
fir a € P,(f) die Punkte a, f(a), f?(a), ..., f* !(a) paarweise ver-
schieden.

Fiir f : [a,b] — R gilt
(1) f([a.b
(2) f([a;b]) 2 [a,b] = Fcelab]: fle)=c
3) f(lasb

) Cla,b] = 3Fce€la,b]: fle)=c

[)2e.d = 3la,b] Cla,b]: f([ar,01]) = e, d]

Satz 1 Fiir f: [a,b] — [a,b] stetig mit Ps(f) # 0 gilt:
P.(f)#0 Vn € NT

Beweisskizze Seien c,d, e € [a,b] mit ¢ < d,e und d # e so, dass gilt:

flg=d N f(d)=e A fle)=c

Fiir jeden der beiden Félle d < e bzw. e < d konstruiert man mit Hilfe
der obigen drei Lemmata beginnend mit [ay,, b,]| = [d, €] bzw. [e, d] eine
Folge von Intervallen [a;,b;] (i =0, 1 ..., n), so dass gilt

f([ai, bi]) = [ait1, bit1] Vie{0,1...,n—1}

Man erhélt so f™ ([ag, bo]) = [an, bn] 2 [ao, bp] und damit einen Fixpunkt
g € [ag, bp] von f™.
Die Annahme g ¢ P,(f),d.h. 3k € {1, 2, ..., n—1}, sodass g € P,(f),
fithrt dann rasch auf einen Widerspruch.

q.e.d

Kasten 2: Period 3 implies Chaos




4 Modelle mit zeitverzogerter Regulation

4.1 Zeitlich diskretes Modell

Hier gilt: x4 =z, - (1—1—7"0 . (1 — I’“T_T)) mit k> T > 1 und r9, K > 0.

Wieder ergeben sich zwei Gleichgewichtspunkte Z; = 0 und T = K. Lineari-
sieren um T; zeigt, dass T instabil ist, und das fiir grofies ro bzw. T' (genauer:
fir rg > %) die Losungen in der Ndhe von K oszillieren, wie man durch

den Ansatz z — K = C - A\F (mit C € R\{0} und A € C\{0}) feststellen kann.

4.2 Zeitlich kontinuierliches Modell

Hier gilt: #(t) = ro - 2(t) - (1 . @) mit t > T > 1 und o, K > 0.

Auch hier erhélt man die Gleichgewichtspunkte T; = 0 und T2 = K, die man

durch Linearisieren untersuchen kann: 7 ist instabil. In der Ndhe von K ergeben

sich fiir rg > % oszillierende Losungen. Weiters kann man (wie einige weitere
™

Rechnungen zeigen) annehmen, dass Zp fiir ro < 5 asymptotisch stabil und
fiir 7o > g instabil ist.

5 Dominante Eigenwerte

Der Satz von Perron-Frobenius

Sei A € R™*™ gegeben. Ist A > 0 (d.h. fiir alle i,7 € {1, 2, ..., n} gilt:
A;; > 0), dann gibt es genau einen reellen Eigenwert A > 0 (der dann
dominanter Eigenwert heifit) mit

(1) A > |u| fur alle Eigenwerte p von A
(2) Es existiert ein nicht-negativer Eigenvektor a zum Eigenwert .

Existiert auBerdem ein n € N, sodass A" > 0 (d.h. fiir alle i,j €
{1, 2, ..., n} gilt: A;; > 0), dann gilt sogar:

(1) A > 0 ist ein einfacher Eigenwert.
(2) A > |p| fur alle Eigenwerte o # A von A
(3) Es existiert ein positiver Eigenvektor a zum Eigenwert .

Man spricht dann von einem strikt dominanten Eigenwert.

Kasten 3: Der Satz von Perron-Frobenius



Die Existenz einer positiven ganzen Zahl n mit A™ > 0 ldsst sich fiir nicht-
negatives A wie folgt tiberpriifen: Man ordnet der Matrix A einen (gerichteten)
Graphen mit den Knoten 1, 2, ..., n zu, bei dem genau dann eine gerichtete
Kante von ¢ nach j fithrt, wenn A;; > 0 ist. Existiert dann in dem so erhaltenen
Graphen einerseits zu jedem Paar (i, j) von Knoten eine gerichtete Kantenfolge
von i nach j und andererseits mindestens zwei gerichtete Kantenfolgen mit
zueinander teilerfremden Lingen, so existiert ein n € NT mit A" > 0.

Fiir A > 0 liegt der dominante Eigenwert auflerdem zwischen der kleinsten und
der grofiten Zeilen- bzw. Spaltensumme von A.

Ist A # 0 ein einfacher dominanter Eigenwert von A € R™*™ (d. h. es gilt A > ||
fiir alle Eigenwert i # X\ von A), a € R"*! ein Rechtseigenvektor von A zum
Eigenwert A (d.h. Aa = Aa) und b € R'*" ein Linkseigenvektor von A zum
Eigenwert A (d.h. bA = \b), so gilt fiir jedes ¢ € R™*1:

. AR a. A . Ake  b-c
- = - = -a
foo AR -a oo AR b-a
6 Leslie-Modell
Gegeben seien die Altersklassen 1,2, ..., n, die Geburtenraten b; und die

Uberlebenswahrscheinlichkeiten a; fiir jede Altersklasse (d.h. die Wahrschein-
lichkeit des , Aufstiegs® eines Individuums in die nichsthohere Altersklasse).
Weiters bezeichne z;; die Anzahl der Individuen in der i-ten Altersklasse zum
Zeitpunkt j. Definiert man nun die sogenannte Leslie-Matrix als

by by -+ byp—1 by
ap 0 o 0
L= 0 a9 :
0 0 ap—1 O

SO gﬂt: Xk = L- Xk—1 = Lk - X0

Seien nun a; > 0, b; > 0 und xg > 0, xg # 0. Gibt esnun ¢,j € {1, 2, ..., n}
mit ¢ # j, ggT(¢,7) = 1 und b;, b; > 0, so sind die Voraussetzungen (der starken
Form) des Satzes von Perron-Frobenius erfiillt und fiir den strikt dominanten
FEigenwert \g mit positivem, auf Komponentensumme 1 normiertem Eigenvek-
tor ¢ gilt:

. Xkl . Lik
lim —2F L — Ao A lim b
k—oo Zj k—o0 Zj Tjk

:Ci

Das heifit, ¢ ist die (von x¢ unabhingige) stabile Altersklassenverteilung fiir
k — oo.



7 Markov-Ketten

Gegeben sei ein System S, das sich zu jedem der Zeitpunkte 0, 1, 2, ... in ge-
nau einem der Zustédnde 1, 2, ..., n befinden kann, wobei der Zustand zum
Zeitpunkt ¢ + 1 nur vom Zustand zum Zeitpunkt ¢ abhéngt. Sei a;; die Uber-
gangswahrscheinlichkeit vom Zustand j in den Zustand 7 und z;; die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich S zum Zeitpunkt j im Zustand 4 befindet. Dann ist
A := (a;j) eine sogenannte stochastische Matrix (d.h. die Spaltensummen
sind jeweils gleich 1) und hat daher (wie jede stochastische Matrix) den do-
minanten Eigenwert 1 mit zugehorigem Linkseigenvektor (1, 1, ..., 1). Weiters
gilt:
xp=A xp_1 = A* - xg

Existiert sogar ein s > 1, sodass A° > 0, dann konvergiert x;, fiir kK — oo gegen
den auf Komponentensumme 1 normierten (Rechts-)Eigenvektor von A zum
Eigenwert 1.

Die Markov-Ketten finden beispielsweise bei Migrationsmodellen (wo die
einzelnen Zustédnde verschiedene Territorien darstellen) ihre Anwendung.

8 Ausbeutung von Populationen

Diese Modelle werden analog zu den Modellen mit dichteabhéngigem Wachstum
aufgestellt, nur wird diesmal eine Fangquote abgezogen:

Diskretes Modell Kontinuierliches Modell
apyr= (1470 (1—3)) ax—Fa i=ro-x-(1-%)—F,
bZW. bZW.

appr = (L+ro- (1-%)) ax—Foap |d=r0-2 - (1- %) - Fa
F, bzw. F, werden als absolute bzw. relative Fangrate bezeichnet.

Je nachdem, welche der beiden Gleichungen jeweils verwendet wird, ergibt sich
sowohl fiir das diskrete als auch das kontinuierliche Modell
rolK To
(Fa)opt = T ( - 5) bzw. (Fr)opt = 5 ( - 5)

Dann existiert namlich ein asymptotisch stabiler, positiver Gleichgewichtspunkt

T = % (—¢) (wodurch das Uberleben der Population gesichert wird), und
gleichzeitig wird der Ertrag maximiert.

9 Zweipopulationsmodelle

Zuerst betrachten wir folgenden Ansatz:

1 = z1-Ri(z1,x2)

o = - Ra(z1,22)



Nehmen wir wieder R; linear in 21 und x5 an (und zwar fallend in x;), so fiihrt
das auf die Gleichungen

) x1  braxo
= v 1=

1 e < K + K5 >

) borx1 a2
_ cxo- (1 _ 2

2 27 T2 < * K Ky

Dieses System hat zumindest drei Gleichgewichtspunkte, ndmlich (0, 0), (0, K2)
und (Kl,O). Gilt entweder b1s, b1 > —1 und bioboy < 1, oder ist bio, boy < —1,
dann gibt es noch einen vierten Gleichgewichtspunkt (Z1,72) mit

Ki-(1+0b12) o Ko (1+b21)

r=—"—"" To =
! 1-— b12b21 2 1-— b12b21

Eine Stabilitdtsanalyse (zur Klassifikation von Gleichgewichtspunkten bei zwei-
dimensionalen autonomen Differentialgleichungssystemen siehe Zusammenfas-
sung zu Gewohnliche Differentialgleichungen, Kapitel 5.3: ,Phasenpor-
traits zweidimensionaler autonomer Systeme in der Néhe stationérer Punkte®)
zeigt:

(1) (0,0) ist immer instabil

(2) (0, Ky) ist fiir by < —1 ein stabiler Knoten bzw. fiir bjs > —1 ein Sattel.

(3) (K1,0) ist fiir by; < —1 ein stabiler Knoten bzw. fiir be; > —1 ein Sattel.

(4) (T1,T2) ist (sofern er existiert)

e fiir byobo; < 0 ein stabiler Knoten oder ein stabiler Strudel.
e fiir biobe; € [0, 1) ein stabiler Knoten.

o fiir byabo; > 1 ein Sattel.

9.1 Symbiose

Hier gilt b19,b21 > 0.

Fall 1: bi0boy < 1

In diesem Fall existiert der vierte Gleichgewichtspunkt und ist ein stabiler
Knoten. Es liegt daher stabile Koexistenz vor.

Fall 2: bigbo; > 1

In diesem Fall gibt es nur drei Gleichgewichtspunkte, und es kommt zum
unbeschrinkten Wachstum.



9.2 Raiuber-Beute-Modell

Hier gilt b12 > 0 und b91 < 0.

Fall 1: by; > —1

In diesem Fall existiert der vierte Gleichgewichtspunkt und ist ein stabiler
Knoten oder ein stabiler Strudel. Es liegt daher stabile Koexistenz vor.

Fall 2: by; < —1

In diesem Fall gibt es nur drei Gleichgewichtspunkte, und die Beutepo-
pulation stirbt aus.

9.3 Konkurrenz

Hier gilt bi2,b91 < 0.
Fall 1: bio,b01 > —1

In diesem Fall existiert der vierte Gleichgewichtspunkt und ist ein stabiler
Knoten. Es liegt daher stabile Koexistenz vor.

Fall 2: b1o > —1, by < —1
In diesem Fall gibt es nur drei Gleichgewichtspunkte, und die zweite Po-
pulation stirbt aus.

Fall 3: b12 < —1, bo1 > —1
In diesem Fall gibt es nur drei Gleichgewichtspunkte, und die erste Popu-
lation stirbt aus.

Fall 4: b12,b21 < -1

In diesem Fall existiert der vierte Gleichgewichtspunkt und ist ein Sattel-
punkt. Je nach Startwert (z1(0),22(0)) stirbt eine der beiden Populatio-
nen aus.

9.4 Raiauber-Beute-Modell ohne innerspezifische Konkurrenz

Wie der Titel bereits vermuten lédsst, wird hier davon ausgegangen, dass die
Wachstumsrate R; nicht von z; abhéingt, sondern nur von z3—; (i = 1, 2). Das
fiihrt auf die Gleichungen

. €2
I T T < + K2>

L [
Ty = T2-T2 e

Als Gleichgewichtspunkte erhilt man den Sattelpunkt (0,0) sowie den Wirbel-
punkt (K7, K2). Dieser Gleichgewichtspunkt ist also stabil, aber nicht asym-
ptotisch stabil. Es liegt daher stabile Koexistenz (allerdings oszillierend) vor.
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