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Teil 1

Fehlerbetrachtung

In der Numerischen Mathematik sind Fehler unvermeidlich — allerdings nicht
Fehler im Sinne von Irrtiimern, sondern Modellierungsfehler, Datenfehler, Ver-
fahrensfehler und Rundungsfehler.

1 Modellierungsfehler

Oft geht es darum, einen bestimmten realen Vorgang aufgrund von physikali-
schen, chemischen, biologischen, wirtschaftlichen, ... Prinzipien und Gesetzen
zu modellieren. Dabei werden aber meistens nicht alle Einfliisse beriicksichtigt,
da das Modell sonst zu komplex werden wiirde. So entstehen Modellfehler, deren
Einfluss abgeschitzt werden miisste.

2 Datenfehler

Eine weitere Fehlerquelle liegt in den Messfehlern, mit denen die verwendeten
Daten {iiblicherweise behaftet sind. Man rechnet also nicht mit dem exakten
Wert x, sondern mit einem verfilschten z, was natiirlich auch das Ergebnis
verfalscht.

Nun stellt sich die Frage, wie grof3 der Fehler im Ergebnis in Abhéngigkeit von
der GroBe des Datenfehler ist. Dieses Verhéltnis wird durch die Konditions-
zahl eines Problems beschrieben: Ist A die Problemlésungsabbildung, die einem
Datensatz D die Losung y zuordnet, so ist die Lipschitzkonstante von A genau
die gesuchte Konditionszahl k, fiir die dann gilt:

Hy - yHBildraum < k- HD B E‘

Urbildraum

fiir alle Datenséitze D und D sowie y = A(D) und ¥ = A(D).

3 Verfahrensfehler

Die numerischen Werte von irrationalen Zahlen wie v/2, 7 oder e, von Nullstellen
von Polynomen hoheren Grades, etc. lassen sich bekanntlich nicht durch Aus-
werten einer Formel mit endlich vielen Rechenschritten exakt berechnen. Man
muss also approximative Verfahren heranziehen, die alle einen Fehler (eben den
Verfahrensfehler) hinterlassen miissen.



Ist nun A eine Problemlésungsabbildung und A,, eine Realisierung von A, kann
der Verfahrensfehler A(D) — A, (D) entweder

e a priori, d. h. nur aufgrund von A und A,, oder

e a posteriori, d. h. aufgrund von A(D), A, (D) und weiteren ausfiihrbaren
Operationen mit diesen Grofien

abgeschétzt werden.

4 Rundungsfehler

Zu einer Basis b € {2, 3, ...} und Mantissenliinge t € Z* sowie fiir Exponenti-
alschranken ey < 0 < epax ist die Menge der normalisierten Maschinen-
zahlen gegeben durch

F = F<b7 t, emin, emax) =

{0} U {i (i ar, - b"“) be
k=1

und die Menge der denormalisierten Maschinenzahlen gegeben durch

ai, ..., a; €{0,1, ..., b—1}, }

al#oa € €Z, emin <€ < emax

~

F = ﬁ(b, t, emin, emax) =

t
= F U {:I’: (Z ag - bk> . bemin
k=2

Es gilt dann

az, ..., a; € {0, 1,...,b—1}}

Tmin = min|f|= pomin~! x ‘= ma = pemax . (] — pt
min FeR ‘f‘ max felﬁz( |f’ ( )
Tmin = min|f| = pomin~"
feF
. . . . . . o 1 1—t
Die Maschinengenauigkeit eps ist dann definiert als eps := 5 -b"7".

Mochte man nun eine reelle Zahl x durch eine Maschinenzahl darstellen, so gibt
es folgende Moglichkeiten:

(1) Runden, d.h. man bestimmt jene Zahl rd(z) € F mit

d(z) — z| = min |y —
[rd(z) — z| r;lelg;\y |

(2) Abschneiden, d.h. man ersetzt z = o - (33 ai - b %) - b° € R durch

te(z) =0 - (Z a - b_k> - b°
k=1

Es gilt:
rd(z) — z tr(x) —x < 2eps

‘ < eps bzw.




Fiir das Rechnen am Computer gibt es ebenfalls zwei Moglichkeiten:

(1) Bei der Gleitpunktarithmetik rechnet man mit Maschinenzahlen, wo-
bei man beachten muss, dass F selbst beziiglich der elementaren Opera-
tionen +, —, - und + nicht abgeschlossen ist. Das Ergebnis op(a, b) einer
solchen Operation op € {+, —, -, =} muss also wieder in eine Maschinen-
zahl umgewandelt werden, wodurch sich Rundungsfehler akkumulieren.
Mboglicherweise ist sogar |op(a,b)| < Zmin bzw. |op(a,b)| > Tmax (dann
spricht man von Unter- bzw. Uberlauf ), und die Rechnung muss abge-
brochen werden.

(2) Bei der Intervallarithmetik rechnet man mit Intervallen, in denen die
exakte Zahl enthalten ist. Ungenauigkeiten duflern sich dann in langen
Intervallen.

Ein grofles Problem (das es zu vermeiden gilt) stellt die Ausléschung dar, die
bei der Subtraktion von fast gleichen Zahlen auftritt: In diesem Fall heben sich
die fithrenden Stellen weg, und das Ergebnis ist daher deutlich ungenauer als
die beiden Ausgangswerte.

5 Rundungsfehleranalyse

5.1 Unvermeidbarer Fehler und gutartige Algorithmen

Ein Algorithmus ist eine Komposition von endlich vielen elementaren Opera-
tionen (d.h. +, —, x, +, /- sin, cos, exp, ce)e

Hat man einen Algorithmus ¢ : D — R™ (D C R" offen) mit
o= o Do 0p0
gegeben, wobei fiir j =1, 2, ..., J gelte
oYW :Dj — Djy;  mit D; CRY offen, n; €N
sowie Dy = D, ng = n und nj11 = m, so erfolgt die Auswertung dieses Algo-

rithmus auf einer Rechenmaschine mit der Maschinengenauigkeit eps durch die
dort implementierte Ersatzabbildung

gl(p) =gl (cp“’)) ogl (ng*l)) o.. . ogl (90(0))

Ist nun ¢ bei x differenzierbar, so heifit (der Vektor)
eps - (|Do(x)| - |z| + |y|) |.| komponentenweise

der unvermeidbare Fehler von y = p(x).



Bei der Auswertung von ¢ muss also mit einem relativen Fehler von

lole) 2 @le ¢ g (1 102N Lol

()l (@)l
gerechnet werden. % wird daher gelegentlich Konditionszahl genannt.

SchlieBlich wird ein Algorithmus gutartig (zur Berechnung von y = ¢(z))
genannt, falls der Fehler ¢ (z) — gl (¢(x)) mit dem unvermeidlichen vergleichbar
ist, d. h. in derselben Gréflenordnung liegt.

5.2 Fehlerfortpflanzung im linearen Modell

Gegeben sei ein Algorithmus ¢ = () o (/Do 0@ und dessen Computer-

realisierung gl (¢) = gl (7)) ogl (/"V)o...0gl (¢), der bei  ausgewertet
werden soll. Es sei = gl () und damit der Anfangsfehler gegeben durch x — 2.
Weiters gelte

o) _ gl (¢<j>> = Ej1 - (@)

wobei Ej 1 eine Diagonalmatrix mit Eintrégen in [—eps, eps] bezeichne. Ferner
bezeichne Z( := = und z( := x. Schliefflich gelte fiir j =0, 1, ..., J

Tjyr =gl (w(j)(fj)) Tjr1 =gl (so(j)(flfj)>

sowie 711 =: y und Zj41 =: 7.

SchlieBlich bezeichne () := o) 0 (/=1 o 0l die Resteabbildung und
©U) sei bei x; differenzierbar.

Dann gilt fiir den Fehler y — y = ¢(x) — gl (¢ (7)) die Abschétzung

y—9 = Ej-y+ Do) -Ey-xy+ DYV V(e ) By xyq +
+...+ DYW(z1) - By - 21 + Dp(2) - (x — ) + o(eps)

Dip) (x;) ist dann der Verstérkungsfaktor zu einem Fehler im Rechenschritt
zur Berechnung von x; und Dy (x) ist der Verstérkungsfaktor zum Anfangsfeh-
ler.

Damit obige Abschéitzung giiltig ist, muss gelten:

(1) J bzw. n; geniigend klein sein (d.h. J - eps = O(eps))
(2) | DY) (x;)| nur moderat grof
(3) |x — Z|, etc. klein gegeniiber HDcp(j)(a:j)H2

Im Allgemeinen erweist sich das Modell (in der Praxis) — trotz obiger ein-
schrinkender Voraussetzungen — oft als sehr leistungsfihig.



Teil 11

Numerik der Linearen Algebra

1 Modellbildungsprozesse

Bei vielen Anwendung treten in der Praxis Problemstellungen aus der linearen
Algebra zu Tage, die (oft mit Computerhilfe) gelost werden miissen. Zu die-
sem Zweck miissen Algorithmen entwickelt werden, die einerseits schnell und
andererseits numerisch stabil sind.

Wenn beispielsweise die Daten (1, f1), ..., (Zn, fn) in R? durch ein quadrati-
sches Polynom p(x) = asz? + a1z + ap approximiert werden sollen, so lisst sich
das durch Linearen Ausgleich bewerkstelligen:

n

g9(ao, a,az) == Z (f5 —p(ivj))Q — MIN. (1)
j=1

Definiert man fiir P;(z) := 2/ eine Vandermonde-Matrix als

1ty t? "t
Py...P,_ k=0, ...,n—1 1ty t,2 .- t.n—1
v = (Re). = ’
li, ooy tm Jj=1,..,m o : :
R IR M
so kann man g(ag, ai, az) schreiben als
T T2
g(a07a17a2):H(f1 o fn) =Ve(ao a1 ay) H

wobei V:V(P0P1P2 )

LLy ey Tm

Als notwendige Bedingung fiir (1) erhdlt man durch Differenzieren (und einigen
einfachen Umformungen) schliefllich die Gauf3’sche Normalengleichung

ao fl
ViVl e | =V
= In

Auch die Diskretisierung von gewohnlichen und partiellen (linearen) Differen-
tialgleichungen bzw. Randwertproblemen fiithrt beispielsweise auf lineare Glei-
chungssysteme mit strukturierten Koeffizientenmatrizen.



2 Fundamentals

2.1 Lineares Ausgleichsproblem und Pseudoinverse

Ist A € R™™ und b € R™ (m,n € N) gegeben, so heift z € R" eine Losung
des linearen Ausgleichsproblems zu (A,b), wenn gilt

Az — bl|y = min || Ay — b
|4z = b, = min [ Ay — bl

Sofern x € R™ unter all diesen Losungen die Norm ||z||, minimiert, so spricht
man von einer Minimum-Norm-Loésung des linearen Ausgleichsproblems zu
(A, D).

Es zeigt sich, dass jedes lineare Ausgleichsproblem genau eine Minimum-Norm-
Losung x besitzt und dass alle anderen Losungen durch x + ker A gegeben sind.

Die Abbildung, die b (fiir fixiertes A) auf die Minimum-Norm-Lésung abbildet,
ist linear und wird durch die sogenannte Pseudoinverse A" von A repriisen-
tiert. Diese wird auch durch folgende vier Bedingungen eindeutig charakteri-
siert:

(1) A-A*- A=A
(2) A+ A. AT = A+
(3) A- AT ist symmetrisch

(4) A" - A ist symmetrisch

2.2 Singulidrwertzerlegung

Ist A € R™*" gegeben, so existieren orthogonale Matrizen U € R™*™ und
V € R™" sodass A = ULV mit einer Diagonalmatrix

¥ =UTAV = diag (o1, 03, ..., 04, 0, ..., 0) € R™*"

wobei r = rg A und o1, 09, ..., 0 > 0. Setzt man o1 > 09 > ... > o0 > 0
fest, so ist ¥ sogar eindeutig. Die so erhaltende Zerlegung von A = UXV7T
heifit Singularwertzerlegung von A, und o1, 03, ..., 0, nennt man die Sin-
gulirwerte von A (das sind genau die Wurzeln aus den positiven Eigenwerten
von AT A).

Ist A= UXVT die Singuldrwertzerlegung von A, so gilt: AT = VE+U7T,



2.3 QR-Zerlegung

Ist A € R™*™ spaltenregulér (d. h. rg A = n < m), so existiert genau eine ortho-
normale Matrix Q € R™*" (d. h. eine Matrix mit Q7@ = 1) und eine obere Drei-
ecksmatrix R € R™*™ mit positiven Diagonaleintragen Ri1, Roo, ..., Run > 0,
sodass gilt: A = QR. Diese Zerlegung nennt man QR-Zerlegung.

Eine theoretische Moglichkeit zur Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix
A liefert das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt (siehe
Anhang A.1):

Q = (@ - qn)eR™™
0 firk >
Rij = Igill, firk=j

aje q firk <j

Das Verfahren ist in der Praxis (fiir Computerrechnungen) allerdings ungeeig-
net, da die Orthogonalitéit der konstruierten Vektoren sehr stark in die Berech-
nung eingeht, durch Rundungsfehler aber verloren gehen kann.

Man sollte daher bestenfalls das modifizierte Orthogonalisierungsverfah-
ren von Gram-Schmidt (sieche Anhang A.2) verwenden, das in jedem Teil-
schritt eine numerisch giinstigere orthogonale Projektion durchfiihrt.

2.4 Cholesky-Zerlegung

Eine Matrix A € R™*" heiit SPD-Matrix, wenn sie symmetrisch und positiv
definit ist, d. h. es gilt AT = A und fiir alle x € R"\{0} ist 27 Az > 0.

Ist A € R™™™ eine SPD-Matrix, so existiert genau eine untere Dreiecksmatrix
U € R™™ mit positiven Diagonaleintriagen Uyq, Usg, ..., Uy, > 0, sodass gilt:
A =UUT. Diese Zerlegung nennt man Cholesky-Zerlegung.

Niitzlich ist die Cholesky-Zerlegung beispielsweise bei der Gauf3’schen Norma-
lengleichung VIV = V7Tb. Bestimmt man nimlich eine Cholesky-Zerlegung
von VTV, was entweder iiber die QR-Zerlegung von V — sogar ohne explizi-
te Berechnung von VTV — oder mittels eines Algorithmus (siche Anhang B.3)
moglich ist, so kann man durch zweimaliges Losen eines gestaffelten Gleichungs-
systems z bestimmen.

3 Traditionelle L6sung von Ax = b

3.1 ,Naive* Gauf3-Elimination

Gleichungssysteme mit einer reguléren unteren bzw. oberen Dreiecksmatrix als
Koeffizientenmatrix sind durch Vorwérts- bzw. Riickwirtssubsitution direkt
(mit je n? Operationen) zu lésen.



Die Idee des Gau3-Algorithmus’ (siche Anhang C.1) ist daher, die (regulére)
Koeffizientenmatrix A auf die Form A = LR zu bringen, wobei L bzw. R eine
untere bzw. obere Dreiecksmatrix darstellt. Ist der Algorithmus durchfithrbar

(d.h. A,(JZ) #0firk=1,2, ..., n—1), so kann man ein n x n-Gleichungssystem
mit Hilfe von 2n3 4+ O(n?) Operationen lésen.

Gleichzeitig liefert der Gau-Algorithmus (sofern er durchfiihrbar ist) eine LR~
Zerlegung von A (d.h. eine Darstellung der Form A = LR, wobei L bzw. R
eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix ist) vermoge

A;’Z)

k

ij = Agck)
0 firl<j<k<n

firl<k<j<n

1 1 1

A Al ap)

I e
0o .. 0 AW

Ist A € R™*™ strikt diagonaldominant, d.h. es gilt

n

S Akl < [Awl  VEe{l,2,...,n)
gt

so ist der GauB-Algorithmus durchfiihrbar.

Oft hat man mit nur schwach besetzten Matrizen zu tun, d. h. nur ,,wenige* Ele-
mente sind ungleich Null. Diese Matrizen werden im Sparse-Format gespei-
chert, d.h. abgespeichert wird (j, k, A;;) fiir alle NNE (Nicht-Null-Elemente).
Fiihrt man dann allerdings den Gauf3-Algorithmus durch, so kommt es zum Fill-
In, d.h. es entstehen zahlreiche neue NNE, die abgespeichert werden miissen.
Die sogenannte Skyline-Technik beriicksichtigt dieses Phdnomen, indem nur
die Diagonalelemente und solche Ay, fiir die entweder ein Eintrag Aj # 0 (mit
1 <1<k < j) oder ein Eintrag Aj;, # 0 (mit 1 <1 < j < k) ist, gespeichert
werden.

3.2 Pivotisierung

Wie bereits erwéhnt, ist der ,naive“ Gaufl-Algorithmus nicht durchfiihrbar,
wenn fiir ein k € {1, 2, ..., n — 1} gilt: A,(jc) = 0.

Um diese Schwiiche zu reparieren, bedient man sich der Pivotisierung, d.h.
man fithrt vor dem k-ten Eliminationsschritt eine geeignete Zeilen- bzw. Spal-
tenvertauschung durch:



(1) Bei der Spaltenpivotsuche (siche Anhang C.2) beschréinkt man sich
auf Zeilenvertauschungen (die eine Umnummerierung der Gleichungen re-
prisentieren), indem man die k-te Zeile durch jene Zeile py ersetzt, fiir
die gilt:

n
Al = max A5

(2) Bei der Totalpivotsuche (sieche Anhang C.3) fiithrt man in jedem Schritt
sowohl eine Zeilen- als auch eine Spaltenvertauschung durch, indem man
die k-te Zeile mit der [-ten Zeile und die k-te Spalte mit der m-ten Spalte
vertauscht, wobei gelten soll:

() _ o 1AW
A | = max [A},]

4 Linearer Ausgleich

4.1 Householder-Matrizen

Fiir einen Vektor w € R™ mit |w| = 1 heif}t
H:=1-2-w®weR"™"

Householder-Matrix von w und die zugehorige lineare Abbildung House-

holder-Transformation, wobei w @ w := ww?.

Geometrisch gesehen ist H eine Spiegelung an der Hyperebene durch 0 mit
Normalvektor w.

Man definiert die Householder-Elimination fiir « als

r+o0-el

HEA(z) =1-2- fi e o ——
(z) w e w ir Pe—

mit 0 = +|z|

wobei das Vorzeichen von ¢ so zu wihlen ist, dass der Nenner moglichst grofl
wird. Dann gilt HE4(z) -z = —0 - €;.

4.2 Householder-Algorithmus

Mit Hilfe von HE4(z) kann man den Householder-Algorithmus (siche An-
hang B.1) zur Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix A € R™*" (mit
vollem Spaltenrang) definieren, der immer dann durchfiihrbar ist, wenn gilt:

() @ " : i
( AP o A ) #0 Vjied{l,2, ..., min(m,n)}

Auch hier kann man eine Pivotisierung durchfiithren, um die Durchfiihrbarkeit
des Algorithmus in mehr Fillen zu sichern.



Fiir die praktische Implementierung , merkt“ man sich die bendtigten House-
holder-Matrizen mit den erzeugenden Vektoren
w] = (07 "'707 w]j7 Y wjn)
—_—
uj
am besten, indem man die nicht verschwindenden u; auf den frei werdenden

Plitzen von A speichert, und die Diagonale von AU) noch extra abspeichert.
Auch eventuelle Permutationen werden extra notiert.

4.3 Kondition von linearen Ausgleichsproblemen

Sei A € R™*™ eine Matrix mit vollem Spaltenrang und b, Ab € R™\{0}, sowie
z, Az € R"\{0} mit ATh =2z und ATAb = Az. Dann gilt

|Ab|

|Az| < ot '
MINccrRm A+ce=x ’C|

KT (A) -

[z~

fiir 57 (A) := || Ally - | AT, = 2.

Fiir [|[AT]|y - [|[AAll, < 1 ist auch eine Abschéitzung des Koeffizientenfehlers
moglich.

Beim linearen Ausgleichsproblem kann man von Backward-Stability spre-
chen: Die rundungsfehlerbehaftete Losung & zum linearen Ausgleichsproblem
zu (A, b) (wobei A vollen Spaltenrang besitzt) ist exakte Losung des linearen
Ausgleichsproblems zu (A + AA,b) mit [|[AA] < [|A]| - O(eps).

5 Iterative Methoden

5.1 Eigenwertalgorithmen

Eigenwerte konnen (bei Dimension groler als vier) nur iterativ berechnet wer-
den. Dabei wird typischerweise wie folgt vorgegangen:

(1) Ahnlichkeitstransformation der Matrix A auf eine Matrix einfacher Struk-
tur (z.B. Hessenberg-Matrix, Tridiagonalmatrix)

(2) Tterationsverfahren zur Transformation auf obere Dreiecksmatrix (im Li-
mes) bzw. Transformation von Vektoren, die gegen Eigenvektoren konver-
gieren.

5.1.A Transformation auf Hessenberg-Form

Eine Matrix A € R™*™ mit Aj, = 0 fiir alle j > k + 1 heifit Hessenberg-
Matrix. Eine beliebige Matrix A kann mit Hilfe der Householder-Transfor-
mation, bei der A mit passenden Householder-Matrizen von links multipliziert
wird, auf Hessenberg-Form gebracht werden.
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5.1.B Storungstheorie fiir Eigenwertprobleme

Im Folgenden bezeichne o(A) die Menge der Eigenwerte von A.

Eine Matrix A € R™"™ heifit diagonalisierbar, wenn eine regulire Matrix
T € C™*" existiert, so dass gilt: T AT = diag (A1, ..., A,) € C™*",

Nach dem Satz von Bauer und Fike gilt fiir eine diagonalisierbare Matrix
A € R™™ mit T wie oben und beliebiges AA € R™*"

i - < d,(T) - ||AA
ueor&%i(AA) Aglfl(r}l) G | < condy(T) - | Hp

wobei p € [1, o] beliebig und cond,(T) := [T, - HT*1Hp, wobei ||.|,, die Ma-
trixnorm zur Vektornorm in [P bezeichne.

Fiir allgemeine reelle Matrizen A gilt:

1
max min |p— A| < C - min <\AA||2, ||AA]2")
neo(A+AA) Neo(A)

wobei die Konstante C von der Schur-Zerlegung von A abhéngt.

Die Eigenwerte einer Matrix héngen stetig von ihren Koeffizienten ab: Hat
namlich A € R™*" die Eigenwerte A1, ..., A, so existiert zu jedem ¢ > 0 ein
d > 0, sodass fiir jede Matrix AA € R™™" mit ||AA| < § eine Nummerierung
der Eigenwerte pg, ..., un von A + AA existiert mit

max | \j — jiy] < e
7=1

Der Satz von Gerschgorin liefert eine Aussage iiber die Lage der Eigenwerte:
Sei A € R™"™ gegeben und Gj fiir j = 1, ..., n definiert als

n
Gj=¢2ze€C|]z—Aj| < Z|Ajk:|
o

Dann gilt: 0(A) CG1UG2U...UG,,.

5.1.C Variationsformulierung fiir symmetrische Matrizen

Ist A € R™™ symmetrisch und x € R™, so bezeichnet man den Ausdruck

xl Ax

Ty

Ry(zx) :=
als Rayleigh-Quotienten.
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Diesen kann man zur Berechnung der Eigenwerte einer symmetrischen Matrix
A € R™™ verwenden, wie der Satz von Courant-Fischer besagt: Sind A\; >

Ao > ... > A\, die Eigenwerte von A, so gilt fir j=1,2, ..., n— 1:
Nit1 = min max Ra(x
a Y1, Y ER™ z espan{yi, ..., y; }-\{0} ( )
An—j = max min Ra(z)

Y1, Y;€ER™ zespan{yi,...,y; 1+ \{0}
Speziell gilt nach dem Satz von Rayleigh-Ritz:

A; = max R bzw. A, = minR
1= max a@) zw min al@)

Schliellich gilt nach dem Stérungssatz fiir symmetrische Matrizen fiir
symmetrisches A, AA € R"™*" und j =1, ..., n:
Ni(A) + A (AA) < XA+ AA) < )j(A)+ M\ (AA)

bzw.

[Aj(A+AA) = Ni(A)] < [[AA],

5.1.D Vektoriterationen

Fiir B € R™™ und (9 € R"\{0} heiBt die durch
20D .= BU) = pit1, ) firj=0,1,2,...

definierte Folge die Folge der Iterierten (mit Iterationsmatrix B und Start-
vektor z(0)).

Ist nun B eine diagonalisierbare Matrix mit den Eigenwerten Ay ..., A, € C,
wobei Ay = ... = Ao und [N\ | > [A\pj1| > ... > A\, fiireinr € {0, 1, ..., n—1},
und 29 € R™\{0} so gewihlt, dass 2(9) ¢ ker(B — A\ 411) @ ... @ ker(B — A\, 1),
so gilt:

(| .
=+ o) firj— o
120]
wobei ¢ := 21l < 1 ynd |I.|| eine beliebige Vektornorm darstellt.

[A1]
Méchte man den Betrag des dominanten Eigenwertes von A berechnen, so bietet
sich zum Beispiel folgende Wahl von B an:

(1) Von-Mises-Iteration: B = A

(2) inverse Iteration nach Wielandt: B = (A—pu-1)7! fiir ein p € R\o(A)

Ist unter obigen Voraussetzungen B zusétzlich symmetrisch, so gilt

LG4, L0

e = R = A+ 0®)

Ty =

12



5.1.E QR-Algorithmus

Unter gewissen Bedingungen liefert das QR~Verfahren (sieche Anhang D.1)
eine Approximation fiir die Eigenwerte einer Matrix: Sei A € GL(n) diago-
nalisierbar mit betragsméfig einfachen, reellen Eigenwerten Ap, ..., A\, mit
[A1] > ... > |\u]. T bezeichne die Matrix der Eigenvektoren zu Aq, ..., \,.
SchlieBlich besitze T~! eine LR-Zerlegung ohne Pivotisierung. Dann gilt:

AV = S.US; +0(¢)

fiir g := max?:_l1 ‘)‘ﬁ\jl’ < 1 und S; := diag (agj), e, 07(;)) mit a,(cj) = 41 und
rechter oberer Dreiecksmatrix U mit U;; = Aj fir j =1, ..., n.

Durch Durchfiihrung eines (geeigneten) Shifts (siche Anhang D.2) in jedem
Schritt kann die Konvergenz deutlich verbessert werden (in diesem Fall von
linear auf kubisch).

Oft lasst sich ein Problem auch durch Deflation vereinfachen. Diese tritt dann
auf, wenn eine Iterationsmatrix AU) die Gestalt AU) = diag (Aq(f ),Al(] )) hat.
Dann kénnen néimlich die beiden Matrizen AY) bzw. Al(j) (jeweils kleinerer
Dimension) getrennt betrachtet werden.

Wird das QR-Verfahren mit nur m < n vielen Spaltenvektoren durchgefiihrt,
so erhélt man die Subspace-Iteration.

5.1.F Direkte Berechnung

Die direkte Berechnung der Eigenwerte (iiber das charakteristische Polynom)
ist nur fiir Tridiagonalmatrizen zu empfehlen. In diesem Fall erhélt man nédmlich
das charakteristische Polynom mit Hilfe von einfachen Rekursionsformeln, und
dessen Nullstellen kénnen anschliefSend mit Hilfe von Polynomnullstellenberech-
nungsverfahren (wie z. B. Newton-Verfahren oder Bisektionsverfahren) zumin-
dest approximativ berechnet werden.

5.2 Algorithmische Berechnung der Singulidrwertzerlegung

Sei A € C™*™ gegeben. Durch Householder-Transformationen von links und
rechts kann man A auf Bidiagonalform B = VAU (mit U,V € O(n)) bringen.
Anschlieend berechnet man sich die Eigenwerte von B B mit einer Modifika-
tion des QR-Verfahrens, um die Singuldrwertzerlegung von B (und damit jene
von A) zu erhalten.
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5.3 Iterative Losung von Ax = b
5.3.A Banach’scher Fixpunktsatz

Mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes zeigt man: Ist M € R™ "™ mit
|M]|| < 1 fiir eine natiirliche Matrixnorm ||.|| (d.h. eine Norm, die von ei-
ner Vektornorm induziert wird), so ist fiir jedes ¢ € R” und z(® € R” das
Iterationsverfahren

x(]+1):Mx(j)+c fur]:(), 17 2,

konvergent gegen den Fixpunkt von x = Mx + ¢. M heiflt dann Iterations-
matrix.

Es gilt: || M| < 1 fiir eine natiirliche Matrixnorm <= Spektralradius(M) < 1

5.3.B Klassische Iterationsverfahren

e Jacobi-Iteration:
Sei D := diag (AH, ceny Ann)
Az =b <= Drx=Dr—Az+b < z=D(D—-A)z+D
—_—— ~—~—
M (&
Man spricht von einem Gesamtschrittverfahren, da alle Komponenten
von z() (mehr oder weniger) gleichzeitig berechnet werden kénnen.

o Gaufl-Seidel-Iteration:

Ay 0o .- 0
Sei S = A?1 A'22 der untere Anteil von A.
: : . 0
Anl An2 e Ann
Az =b <= Sz =Sr—-Az+b < =51 (S—A)z+S'p
—_——— ~~—
M Cc

Man spricht von einem Einzelschrittverfahren, da die Komponenten
von z9) nur der Reihe nach (durch Vorwértssubsitution) berechnet wer-
den konnen.

Diese beiden Iterationsverfahren sind zumindest dann konvergent, wenn A strikt
diagonaldominant ist.

Bei der Relaxation wiithlt man fiir ein Iterationsverfahren 20+ = Mz() + ¢
einen Relaxationsparameter w und betrachtet

Ut = <M:Jc(j) + c> + (1 —w)zW
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Durch geschickte Wahl von w kénnen die Konvergenzeigenschaften u. U. ver-
bessert werden.

Ist w < 1, so spricht man von Unterrelaxation; ist w > 1, so spricht man von
Uberrelaxation.

Bei der Nachiteration besitzt man ndherungsweise eine LR-Zerlegung von A
(d.h. A~ LR), und erhélt
z=z—(LR)"(Az —b) = (1 - (LR)'A)z + (LR)"'b

—_— ~—
M c

5.3.C cg-Verfahren

Gegeben sei eine SPD-Matrix A € R"*". Das Energieskalarprodukt (., .)4
bzw. die Energienorm ||.|| , sind dann wie folgt definiert:

(x,y)a = zTAy
ey = Vwa)a = VaTAz

x heifit dann A-konjugiert zu y (in Zeichen: x 1 4 y), wenn gilt: (z,y)4 =0

Sei A € R™*" eine SPD-Matrix, K; C R" ein Unterraum, z, b € R” mit Az = b.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent und eindeutig l6sbar:

(a) 2 € K; und o — ayl|, = mingexs, 12—

(b) zj € Kjund b — Az; L K;

Die Abbildung x +— z; heifit dann Galerkin-Projektion und (b) nennt man
Galerkin-Orthogonalitét.

Fiir eine SPD-Matrix A € R™ ™ und einen Vektor b € R™ nennt man
K;(A,b) == span {b, Ab, A%, ..., AT1b}
den Krylow-Raum der Ordnung j.

Unter denselben Voraussetzungen heifit die durch (a) beziiglich der Krylow-
Réume K := KCj(A,b) definierte Folge (x;) die Folge der cg-Iterierten (zur
Berechnung siehe Anhang E). Fiir diese Folge gilt:

lo —ajlly <297 llzllg bawe lo—ajll, <2V - lzly
wobei x = A71b, v := % und « := conda(A).

Da die Kondition x sehr grofl werden kann, ist das cg-Verfahren immer mit
Vorkonditionierung zu implementieren. Dabei wird das System Az = b (zum
Beispiel) in ein neues System der Form P~1/2AP~1/2(P'/2z) = P~/2b umge-
wandelt. Dafiir muss (wenn man die Umformungen genauer betrachtet) nur die
Wirkung von P~! bekannt sein.

In der Konvergenzanalyse tritt dann x = conds(P~1A) auf. Klarerweise wird
P~! so gewiihlt, dass conds(P~'A) < conda(A).
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Anhang

A Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

A.1 ,Klassische* Version

Algorithmus GramSchmidt (A)

Input: Matrix A mit 1. u. Spaltenvektoren aq, as, ..., a, € R™
Output: Orthonormalsystem (q1, g2, .- -, ¢n)
— _a1

1 0=
2 firj=23...,n |
3 G =a; — > q_i(a;e ax) - a

G
4 q; = 62

‘IJHQ

5 }

A.2 Modifizierte Version

Algorithmus ModifizierterGramSchmidt (A)

Input: Matrix A mit 1. u. Spaltenvektoren aq, as, ..., a, € R™
Output: Orthonormalsystem (q1, g2, - -, ¢n)
1 furj=1,2,...,n |
0
2 qj(. ) =a;
3 firk=1,2,...,7—-1 {
k k—1 k—1
4 q§):=q§» )—(qk-qj(» ))'Qk
5 }
~(7)
q.
6 Qi = 12
Tl
7}
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B Matrix-Faktorisierungen

B.1 Householder-Algorithmus

Algorithmus Householder (A)

Input: spaltenregulire Matrix A € R™*"
Output: QR-Zerlegung von A

1 AL .= 4

2k :=min(m,n)

3 firj=1,2....k {

4 H; = HE4(<O, 0, A9 Afi})T>
5 AGHD = [ . AU)

6 }

7 Q:=Hy-Hp-...- H

8 R:= AK+D

B.2 LR-Zerlegung

Algorithmus LR(A)

Input: Matrix A € GL(n)
Output: LR-Zerlegung von A

1 L:=1

2 R:=0

3 firj=1,2 {

4 firk=74,j+1,....n {

5 Ry o= Ajp — 302 Lim Bk

6 }

7 firk=j+1,j+2, . {

8 ij:%'(Ak] Z ' Lim, m])
9 }

10 1
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B.3 Cholesky-Zerlegung

Algorithmus Cholesky (A)
Input: SPD-Matrix A
Output: obere Dreiecksmatrix U mit A = UUT

1 firk=1,2,....,n {

2 Uk := \/Akk - YIS U
3 fir j=k+1,k+2,...,n {
k-1
4 Ujp, == U%k : (Ajk — >0 UﬂUlk)
5 }
6 }

C Gau3-Algorithmus

C.1 ,,Naive“ Gauf3-Elimination

Algorithmus Gau3(A,b)

Input: Matrix A € GL(n), rechte Seite b € R
Output: Losung z des linearen Gleichungssystems Ax = b

1 AL .= 4

2 b =1p

3 firk=1,2,...,n—1 {

4 fir j=k+1,k+2,...,n {
Ak

5 Lj = @

6 b = o™ — Ly oY

7 firl=k+1,k+2,...,n {

8 AGHY = AG) — Ly, Al

9 }

10 }

11}

12 =z, = Z%::;

13 firk=n—-1,n-2,...,1 {

e mes gy (0 - Sien 4 n)

15}
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C.2 Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotsuche

Algorithmus Spaltenpivot(A,b)

Input: Matrix A € GL(n), rechte Seite b € R”
Output: Losung = des linearen Gleichungssystems Az = b

1 A=A

2 bW i=b

3 firk=1,2,...,n—1 {

4 Wihle py so, dass \A}()]z)k| = maxj_j . n ’AE’Z)‘
5 falls pr, #k {

° AW (1) o a® (47

7 D o i
8 ¥
9 firj=k+1,k+2,....n {
A%
10 ij = @
11 b = o™ Ly oM
12 firl=kFk+1,k+2,....n {
(k+1) . _ 4(k) (k)
13 Ay =AY — L - Ay
14 }
15 }
16 }
by
17 x, = A
18 firk=n—-1,n-2,...,1 {
19 Tp 1= (ln) : (bl(cn) - E?:kJrl Al(c?) 'xj)
Akk
20 }
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C.3 Gauf-Elimination mit Totalpivotsuche

Algorithmus Totalpivot(A,b)

Input: Matrix A € GL(n), rechte Seite b € R™
Output: Losung = des linearen Gleichungssystems Az = b

1 AW .= 4
2 b :=b
pivot := (1,2, ..., n)T

3

4 firk=1,2,...,n—1 |

5 Wiéhle [ und m so, dass ]Al(:m = mMaxy y—k, ...n |A§\IL)]
6 falls I # k {

7 Ak) (k:ln> o AR (kkn>

8

9

b8 s )

}
10 falls m #k {
m k
12 pivot;, < pivot,,
13 }
14 fir j=k+1,k+2,....n {
Ly 2
15 ik = —hy
(] ) AI(:Z)( ) (k)
k+1 k k
16 b; =b;" — Lji - by,
17 firl=k+1,k+2,....n {
18 AGHY = AG) — Ly, A
19 }
20 }
21 }
22 Yn = A’?n)
23 firk=n—-1,n-2,...,1 {
. (n) n (n)
2 Y= (bk = 2kt Ak 'yﬂ'>
kk
25 }
26 firk=1,2,...,n {
27 Tpivot, = Yk
28 }
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D

D.1

QR-Verfahren

wEinfaches* QR-Verfahren

Algorithmus QR_Verfahren(A)

Input: Matrix A € R™**"
Output: Folge von Matrizen AY) mit denselben Eigenwerten wie A

1 AW =1
2 fiirj=1,23 ... {
3 Berechne @); € O(n) und R; € R™"*" obere Dreiecksmatrix

mit AU) = QjR;

NN

A+ — R;Q;

QR-Verfahren mit Shift

Algorithmus QR_Verfahren mit_Shift (A)

Input: symmetrische Matrix A € R™"*"
Output: Folge von Matrizen AY) mit denselben Eigenwerten wie A

1 AW =1

2 firj=123 ... {

3 M(j) = Agn

4 Berechne Q; € O(n) und R; € R™™"™ obere Dreiecksmatrix

2

AU = R;Q; + pV) -1
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E cg-Verfahren

Algorithmus cgVerfahren(A,b)

Input: SPD-Matrix A € R™*" rechte Seite b € R"
Output: Folge der cg-Iterierten zur Matrix A und Vektor b

1 7r9:=-b
2 x9:=0
3 d_1:=0
4 fiir j=0,1,2, ... bis Abbruch {
5 falls r; =0 {
6 J:=j
7 Ausgabe ,,x; ist Losung*
8 } somst {
0 firj =0
9 Bj-1:= { H?"jIIQ2 fiir j > 1
llrj—1ll
10 dj == —r;j 2+ Bij—1dj—1
H % = 1
12 Tjy1 1= xj + ojd;
13 Tit1 =1 + o Ad;
14 }
15 }
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